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s❤♦✇ s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♥❛♠❡❧② t♦t❛❧ st❛❜✐❧✐t②✮ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠
t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
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❲❡ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ✐ts ❡✛❡❝t ✐s t♦ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦❞❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
❲❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❜② r❡✲
q✉✐r✐♥❣ t❤❛t ♣❤❛s❡s ❞r✐❢t ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❡✐t❤❡r ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s ♦r ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
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♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈✐❛ t♦♦❧s
❢r♦♠ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ❆ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❝❛st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳
❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❣❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡❡♣❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤✐❡❢ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❛♥t✐s②♥❡r❣✐st✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣
r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✳
✈✐✐✐
❘és✉♠é
▼♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❝♦♠♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s②♠♣tô♠❡s
♠♦t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❞❡ P❛r❦✐♥s♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐❡ ❞✬✉♥❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡✉r♦♥❛❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♠❡s✉ré ❡t q✉✬✉♥ s❡✉❧ s✐❣♥❛❧ ❞❡
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭rétr♦❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✮✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱
♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡✉r♦♥❛❧❡ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ st✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ❝♦✉♣❧és ❞❡ ❢❛ç♦♥
❞✐✛✉s✐✈❡ ❡t ❝♦♥trô❧és ✈✐❛ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠♦♥♦✲❡♥tré❡ ♠♦♥♦✲s♦rt✐❡✳ ❙♦✉s ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s st❛♥❞❛r❞s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑✉r❛♠♦t♦✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡t ✉♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥
❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❡rt✉r❜és ♣♦✉r ✉♥
❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ tr♦♣ ♣❡t✐t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡
♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❡♥tré❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t ♣♦✉r ✉♥❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❞ér✐✈♦♥s
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❞és②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣❛r rétr♦❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ s♦♥ ❡✛❡t ❡st
❞✬✐♥❤✐❜❡r ❧✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♥❡✉r♦♥❛❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t à ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s êtr❡
♣r❡sq✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✜❝t✐❢ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
s♦♥t ♥✉❧❧❡s ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❞✉ t②♣❡ t♦✉s✲à✲t♦✉s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✱
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❡ ré✈è❧❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞és②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝✲
tés✱ ❡♥ ❡①✐❣❡❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ s♦✐t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ s♦✐t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳
◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✳ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❑✉r❛♠♦t♦✱ q✉✐ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛r rétr♦❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s à ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❡t ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s
❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❧❛✉s✐❜❧❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♥❡✉r♦♥❛❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡
ré❝❡♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▲✳ ❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❝♦❧❧è❣✉❡s✳ ▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❛❣✐ss❛♥ts s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❞é❝r✐t ✈✐❛ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❯♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ été ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❧✉s ♣r♦✲
❢♦♥❞ s✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐q✉❡s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❡st ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥ts ✐♦♥✐q✉❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t
♥é❣❛t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té ♥❡✉r♦♥❛❧❡✳ ❇❛sé s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉ t②♣❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t q✉✐ ❝❛♣t✉r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥
❛♥t✐s②♥❡r❣✐q✉❡✳ ❆ ❝ôté ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐q✉❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛♣t✉rés ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ré❞✉✐ts
❡①✐st❛♥ts✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❇r❛✐♥s ❛r❡ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ✉♥✐ts t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣♦❛❧✳
◆❡✉r♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡
s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ♥❡✉r♦♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✱
♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t②✱ ♦r ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣
❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❞✐st❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡
♠❡♠♦r② ✭❘✉t✐s❤❛✉s❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❋r✐❡s✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ♠♦✈❡♠❡♥t ♣❛t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✭❙❛♥❡s ❛♥❞ ❉♦♥♦❣❤✉❡✱ ✶✾✾✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ t♦♦ str♦♥❣ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡s✳ Pr♦♠✐♥❡♥t s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦t♦r ❝♦rt❡① ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞
t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ tr❡♠♦rs ✭❍❡❧❧✇✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣✉s t❤❡② ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
❡♣✐❧❡♣t✐❝ s❡✐③✉r❡s ✭❚r❛✉❜ ❛♥❞ ❲♦♥❣✱ ✶✾✽✷✮✳ ❆♥♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♣❛t❤♦❧♦❣②
✐s P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ✭P❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳
P❛r❦✐♥s♦♥✐❛♥ ♣❛t✐❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ s♦♠❡ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥
❛r❡❛s ✭❱♦❧❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮ t❤❛t ✐s t✐❣❤t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ P❉ ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ✭❍❛♠♠♦♥❞
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❇♦r❛✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦tr❛♥s♠✐tt❡r✿
❞♦♣❛♠✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐❧❧♥❡ss✱ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡r❛♣✐❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞♦♣❛♠✐♥❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ P❉ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ s♦♠❡ ♣❛t✐❡♥ts
✜♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❉❇❙✮✱ ❛ s②♠♣t♦♠❛t✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ P❉ ❛♥❞ s♦♠❡
♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ♥❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❡❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝❤r♦♥✐❝ ♣❛✐♥✱ ❡ss❡♥t✐❛❧ tr❡♠♦r✱ ❛♥❞
❞②st♦♥✐❛ ✭❑r✐♥❣❡❧❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❉❇❙ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥
❛r❡❛s t❤r♦✉❣❤ ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭❇❡♥❛❜✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❉❇❙ ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ tr❡❛t✲
♠❡♥t✱ ✐t st✐❧❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
■♥ ✐ts ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠✱ ❉❇❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡
❛♥② ❝❡r❡❜r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭♦♣❡♥✲❧♦♦♣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✉r♦❧♦❣✐st ♠✉st r✉♥ ❛
❞❛②✲❧♦♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t♦r✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤✐s t✉♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ✇♦r❦ ✭❘♦❞r✐❣✉❡③✲❖r♦③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❞❡
❡✛❡❝ts ❞✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡s ✭❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❞❡❜❛t❡ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❉❇❙ ❛♥❞ ✐ts
r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❍❛♠♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r✐♥❣❡❧❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ✇❡❧❧ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥ ✭❱✐t❡❦✱ ✷✵✵✺✮✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❝♦♥✲
❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ❉❇❙ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ②❡❛rs ❛❤❡❛❞✳ ❆❢t❡r ❛❧♠♦st s✐① ②❡❛rs t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ ✇♦♥ ②❡t✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❛ ❞❡❡♣❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ✈✐❛ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜♦t❤ ❤❡❧♣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
❛♥❞ ❣❛✐♥ ❛ ❞❡❡♣❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤✉s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❛❦❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠
♠❡❞✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr❡❛t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠ r✐❣♦r♦✉s❧②✱ ✉s✲
✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦❢♦❧❞ ❣♦❛❧ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞
s✉❣❣❡st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
P❛rt ■ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞
♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ P❛rt ■■ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛✐♠✐♥❣
❛t ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ P❛rt ■ t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ P❛rt ■ ✲ ◆❡✉r♦♥s ❛s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ❜❡❤✐♥❞ P❛r❦✐♥s♦♥✬s
❞✐s❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ P❉ ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳
❆❢t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❉❇❙✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥❝✐s❡❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ P❛rt ■✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ P❛rt ■ ❛♥❞
✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✶✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥
✶✳✶✳✶ ❊❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡
❆s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣❛r❦✐♥s♦♥✐❛♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ st❛t❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐♥t❡♥s❡ s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦✿ t❤❡ ❜❛s❛❧ ❣❛♥❣❧✐❛ ✭❇●✮✳ ❙✉❝❤ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② t❤❡ ❜②♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❛t❤ ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s
✭❱❡r♥✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ♥❡✉r♦tr❛♥s♠✐tt❡r ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳
❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❇● ♥❡t✇♦r❦ ❛❝ts ❛s ❛ ✜❧t❡r ♦♥ ❝♦rt✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈♦❧✉♥t❛r② ♠♦✈❡✲
♠❡♥ts✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛t♦♠② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
✭P❛r❡♥t ❛♥❞ ❍❛③r❛t✐✱ ✶✾✾✸❀ ❇♦❧❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭▲❋P✮ r❡❝♦r❞✐♥❣s ✐♥ t✇♦
♦❢ t❤❡ ❜❛s❛❧ ❣❛♥❣❧✐❛✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✉❜t❤❛❧❛♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ✭❙❚◆✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜✉s ♣❛❧❧✐❞✉s ✐♥t❡r✲
♥✉♠ ✭●P✐✮✱ r❡✈❡❛❧ ✐♥ P❉ ♣❛t✐❡♥ts ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ✶✸❍③✲✸✷❍③
✭❜❡t❛ ❜❛♥❞✮✳ ❙❡❡ ✭❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸❀ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✷✵✵✺❀
❲❡✐♥❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ Pr✐♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♥❡✉r♦♥s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉❝❧❡✉s
✭❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸❀ Pr✐♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✷❀ ❙✐❧❜❡rst❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸✮✱ ❛♠♦♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛♥❣❧✐❛ ✭❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❇●
♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✭▼❛rs❞❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤✉s✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❜❡t❛ ❜❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❚◆ ❛♥❞ ●P✐ ❛r❡ ❛ ❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ P❉ ❜❛s❛❧ ❣❛♥❣❧✐❛ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ ♦r s♠❛❧❧✱ ✉♥❞❡r ❤❡❛❧t❤② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❈♦✉rt❡♠❛♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
❙♦❝❤✉r❦♦✈❛ ❛♥❞ ❘❡❦t♦r✱ ✷✵✵✸✮✳
❲❤✐❧❡ ✐ts ♦r✐❣✐♥s ❛r❡ st✐❧❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❞❡❜❛t❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇● s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ P❉
♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❇● s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t② ❛t t❤❡ ❜❡t❛ ❜❛♥❞ ✐s r♦✉❣❤❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❜r❛❞✐❦✐♥❡s✐❛✱ t❤❡ s❧♦✇♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛❦✐♥❡s✐❛✱ t❤❡
✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✭❑ü❤♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❞❡r
❤❡❛❧t❤② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜❡t❛ ❜❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ♣r✐♦r ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ✈♦❧✉♥t❛r② ♠♦✈❡♠❡♥ts
✭❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ Pr✐♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❈❛ss✐❞② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❉♦②❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❙❚◆✴●P✐ s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ P❉ ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r✳ ❲❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦
❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■♥ ✭❇❛r✲●❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t✲
r❡❧❛t❡❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦rt✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❙❚◆ ♥❡✉r♦♥s ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❝♦❞❡
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝♦rt✐❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
✭❘✉❜✐♥ ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✹✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ P❉ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠
t❤❡ ❇● ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♥❡✉r♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s s✉❣❣❡st✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t ❜❡t❛ ❜❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡
●P✐ t♦ t❤❡ t❤❛❧❛♠✉s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❛❧❛♠✐❝ r❡❧❛② ♥❡✉r♦♥s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡s♣♦♥❞
t♦ ❝♦rt✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚◆✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❇❡✲
②♦♥❞ t❤❡s❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❛ ❤❡❛❧t❤② ❜❛s❛❧ ❣❛♥❣❧✐❛ ♥❡t✇♦r❦ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙❚◆✴●P✐ ❛❝t✐✈✐t② ✭❈♦✉rt❡♠❛♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❙♦❝❤✉r❦♦✈❛ ❛♥❞ ❘❡❦t♦r✱ ✷✵✵✸✮✳
❆ ✜rst✲❧✐♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ P❉ ✐s t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ L✲❞♦♣❛✱ ❛ ❞♦♣❛♠✐♥❡ ♣r♦♠♦t❡r ❞r✉❣✳ ❚❤✐s
♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡r❛♣② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞♦♣❛♠✐♥❡✱ ❛t
❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ✐❧❧♥❡ss ✭❈♦t③✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✾✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ L✲❞♦♣❛ ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭Pr✐♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❙②❞♦✇✱ ✷✵✵✽❀
❉♦②❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ❝❡❧❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♦st ✭▼✉❡♥t❡r ❛♥❞ ❚②❝❡✱ ✶✾✼✶✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❡✈❡r s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❝♦♠❡ ♦✈❡r ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ♦r ❞②s❦✐♥❡s✐❛ ✭❇❛r❜❡❛✉✱ ✶✾✼✹✮✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡r❛♣✐❡s
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝✐❡♥t✳
❆ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❛♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❞r✉❣ t❤❡r❛♣✐❡s✱ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② s✐①t✐❡s✱ ✐s t❤❡ ❧❡s✐♦♥✐♥❣
♦❢ s♦♠❡ ❇● ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s s✉r❣✐❝❛❧ ❛❜❧❛t✐♦♥ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ P❉ tr❡♠♦rs ✐♥ ❞r✉❣ r❡s✐st❛♥t
♣❛t✐❡♥ts ✭❏❛♥❦♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❡✛❡❝ts
♦❢ ❇● ❧❡s✐♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❙❚◆ ❧❡s✐♦♥✱ ❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥②❤♦✇ s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s
t❤❛t ❇● ❛❜❧❛t✐♦♥ s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡s✐♦♥ s✐t❡ ✭❚r♦➨t
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ s✉r❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❛s✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡✈❡r❡ ✭❙❝❤✉✉r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳
■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♥✐♥❡t✐❡s t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❇❡♥❛❜✐❞ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝ st✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙❚◆✱ ✈✐❛ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s tr❡♠♦rs ❛♥❞ ❛❦✐♥❡s✐❛ ✐♥
P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ✭❇❡♥❛❜✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❡❡♣
❜r❛✐♥ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❉❇❙✮ ✐s ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s ❇● ❧❡s✐♦♥✐♥❣ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ P❉ s②♠♣t♦♠s✱ ❜✉t ✇✐t❤
❧❡ss s❡✈❡r❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✭❙❝❤✉✉r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐♥ ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇❛②✳
❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❉❇❙ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❜❧❛t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❦✐♥s♦♥✐❛♥ ♠♦t♦r s②♠♣t♦♠s✱ ②❡t✱ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡
s❝♦♣❡✳
✶✳✶✳✷ ❖♣❡♥✲❧♦♦♣ ❉❇❙✿ ■ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s
◆♦✇❛❞❛②s ❉❇❙ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ st❛♥✲
❞❛r❞ ❝❛r❞✐❛❝ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ✭❇❡♥❛❜✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✱ t❤❛t ✐s ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡s ♦❢ ❛❞❥✉st❛❜❧❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡✉r♦❧♦❣✐sts ♠✉st r✉♥ ❛ ❞❛②✲❧♦♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t✉♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ Pr❡s❡♥t ❉❇❙✿ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ s✉r❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ♥❡r✈♦✉s
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐s ❣✉✐❞❡❞ ✉♥t✐❧ ✐ts ❤❡❛❞ t♦✉❝❤❡s t❤❡ ❙❚◆✱ ♦r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ●P✐ ✭♥♦t
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥♣✉t ✐s ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② & 130Hz
❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∼ 5V ✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ✭❲✐❦✐♣❡❞✐❛✱ ✷✵✶✶✮✳
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ t❤❡r❛♣②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❤❛s ②❡t ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✏❢❡❡❞❜❛❝❦✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t
r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❣✉❧❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❉❇❙
❛♣♣❛r❡❧ ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞✱ ♥♦ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ t❤❡r❛♣② ❡✣❝✐❡♥❝②
❛♥❞ t♦ ❛❞❛♣t t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♦♣✲
t✐♠✐③❡❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r t❤❡ s❝♦♣❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✐♠✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t
r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ✭❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❋✐rst❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st✐♠✉✲
❧❛t♦r ❜❛tt❡r✐❡s ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♥❡❡❞❡❞✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉r❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇● ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡♠♦r② ❞❡❝❧✐♥❡✱ ♣s②❝❤✐❛tr✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❞❡♣r❡ss✐♦♥✱
s♣❡❡❝❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❞②s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r♦✉❣❤❧② ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
♣❛t✐❡♥ts ✜♥❞ ♥♦ s②♠♣t♦♠❛t✐❝ ❜❡♥❡✜t ✐♥ ❉❇❙ ✭❘♦❞r✐❣✉❡③✲❖r♦③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦♣✲
♣♦rt✉♥✐t② t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t t❤❡ t❤❡r❛♣② ♦♥✲❧✐♥❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❤❡❛❞✱ ♦r ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ r❡❢❡r ❛t t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✳
❆ ✜rst ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①♣❧♦✐t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ❉❇❙ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ Pr♦❢✳ ❚❛ss ✭❚❛ss✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✸❜✱❛❀ ❚❛ss ❛♥❞ ▼❛❥t❛♥✐❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡❡
❛❧s♦ t❤❡ ❯❙P❚❖ ♣❛t❡♥t ✭❚❛ss✱ ✷✵✶✶✮✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
st❛t❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❉❇❙ st✐♠✉❧❛t♦r ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣✉❧s❡❞ ❉❇❙
s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✇❛② t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
❤❡❧♣s t♦ ❡①t❡♥❞ ❜❛tt❡r✐❡s ❧✐❢❡ ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❥❡❝t❡❞
❝✉rr❡♥t✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧❛r❣❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s✱
st✐❧❧ s❡♥t ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ❢❛s❤✐♦♥✳
✶✳✶✳✸ ❈❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣✿ ❈♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❉❇❙
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛s ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙✮ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠❛t✐❝s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✶✳✷✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✿ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
■♥ ♠♦st ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣♦❛❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽✮✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀
❖❧❢❛t✐✲❙❛❜❡r ❛♥❞ ▼✉rr❛②✱ ✷✵✵✹❀ ❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ♠❛st❡r✲s❧❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s
✭❙♣♦♥❣✱ ✶✾✾✻❀ ◆✐❥♠❡✐❥❡r ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✲❆♥❣❡❧❡s✱ ✷✵✵✸✮ ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❉❇❙ ❢♦r P❉ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❣♦❛❧✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✐t ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❇❡s✐❞❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧ t♦ ✐♥❤✐❜✐t
t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t♦ ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣✐❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❇● ❧❡s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞r❛st✐❝
❛♥❞ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ ❉❇❙✲✐♥❞✉❝❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ P❉ ✭▼❝■♥t②r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❇❡♥❛③③♦✉③ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵❀ ❖❧❛♥♦✇✱ ✷✵✵✶✮✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣
♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ♠❛② ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ♥❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❡❛s❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❢❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❡♣✐❧❡♣t✐❝ s❡✐③✉r❡s ✭❚r❛✉❜✱ ✷✵✵✸❀ ❚r❛✉❜ ❛♥❞ ❲♦♥❣✱ ✶✾✽✷✮✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❛❞❞r❡ss ❤❡r❡ st❛♥❞s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st ✐♥
t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s r❡❝❡✐✈❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts✱
t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ❛ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t✱
t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥
✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽❀ ❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❖❧❢❛t✐✲❙❛❜❡r
❛♥❞ ▼✉rr❛②✱ ✷✵✵✹❀ ❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❆♥❣❡❧✐ ❛♥❞ ❑♦✉♥t♦✉r✐♦t✐s✱ ✷✵✶✶✮
♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳
K
yu
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ Pr♦♣♦s❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ✐s
r❡❝♦r❞❡r ✈✐❛ ❛ ❉❇❙ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤✐s ♦✉t♣✉t ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜❛❝❦
✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ s✐♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✭❧✐♥❡❛r✮ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥♣✉t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t ✭❖❣❛t❛✱ ✷✵✵✶✱ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❣✉✐❞❡s t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ✐ts s✐♠♣❧❡
♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❡❛t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❡❛s② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❡♠♣t✐♥❣ ❢♦r ❉❇❙ ❢♦r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❊♥❡r❣②
❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ❉❇❙✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ t♦♦ str♦♥❣ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❤❛s t❤❡
t✇♦❢♦❧❞ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ st✐♠✉❧❛t♦r ❜❛tt❡r✐❡s ❞✐s❝❤❛r❣❡ t♦♦ ❢❛st ❛♥❞ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ s❡✈❡r❡
s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣❛✐♥s✱ ❛ s♠❛❧❧ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱
✇❡ ❛❜str❛❝t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ P❛rt ■ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ P❛rt ■✿ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❧② r❡❣✉❧❛r s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❛❝t✐✈✐t②✱ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❡✐t❤❡r ❛ ❤❡❛❧t❤② ✐rr❡❣✉❧❛r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡ ♦r t♦
❛ s✐❧❡♥t ✐♥❤✐❜✐t❡❞ st❛t❡✱ ✈✐❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆❆❆❆❆❆ ❆❆❆❆❆ ❆❆❆❆❆❆
❆❆❆❆❆ ❆❆❆❆❆❆❆❆ ❆❆❆❆❆ ❆❆❆❆❆❆❛❆❆
✶✳✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✿ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥tr♦❧
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ♦r ♥♦t ✭❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❛♥❞ P✐❦♦✈s❦②✱ ✷✵✵✹❜✱❛❀ ❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❛✱❜✱❝❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❛❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❛♥❞ ❚❛ss✱ ✷✵✶✵❀ ▲✉♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
❲❡ s❤❛r❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❛t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡♠ ❛s s✐♠♣❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❡♠♣❧♦② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✭❉❛♥③❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ♦r ❢♦r
t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❙❝❤✐✛✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ✇♦r❦s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ ♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❞❡❛t❤✱ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❊r✲
♠❡♥tr♦✉t✱ ✶✾✾✵❀ ❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤♦s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❛✐♠❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳
✶✳✷✳✶ ❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
■♥ ✭❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❛♥❞ P✐❦♦✈s❦②✱ ✷✵✵✹❜✱❛❀ ❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r
s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞
✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧s r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✱ t❤✐s ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦r s✉♣♣r❡ss ♥❡✉r❛❧
s②♥❝❤r♦♥②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s ✈❡r✐❢② t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛✱❜✱❝✮ ✐s t♦ ✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛②s✳ ❚❤✐s st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❝❧✉st❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡❧❛② ✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❧❛✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ♦s❝✐❧❧❛t❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞
❛ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s t❡st❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✳
❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛②❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛②❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❛✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦♥ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ t✇♦❢♦❧❞
❡✛❡❝t✳ ■❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡s ✐t ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❞❡❧❛②s✳ ■❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❞❡❣r❡❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ✭P♦♣♦✈②❝❤ ❛♥❞ ❚❛ss✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛②❡❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t
❝♦♥tr♦❧ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✶✳✷✳✷ ❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♥♦♥✲❞❡❧❛②❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✭P■❉✮ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
✭P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ ❛ st✐♠✉❧❛t❡❞
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ P■❉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❢♦r❜✐❞ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❡❝♦r❞✐♥❣
❛♥❞ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣✉t❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ ❣❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s s✉♣♣♦rt t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
■♥ ✭❚✉❦❤❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥✱ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr❛st ❣❧♦❜❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐s ❜② ❞✐ss✐♣❛t✐♥❣
t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ❡♥s✉r❡s
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ r❡✲
s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ✭❚✉❦❤❧✐♥❛ ❛♥❞
❘♦s❡♥❜❧✉♠✱ ✷✵✵✽✮ ❛✐♠s ❛t ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦r❞❡❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤✐s st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❆ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❚✉❦❤❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ✭▲✉♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ tr❛❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✇❛s❤♦✉t ✜❧t❡r ✭♦r ✇❛s❤♦✉t ❝✐r❝✉✐t✮✱ ❛ st❛❜❧❡ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡
❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳
✶✳✷✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s
■♥ ✭❉❛♥③❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡❧② ♦♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ❡♠✲
♣❧♦② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞ ❛ s♠❛❧❧
❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s✶ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡ ✐♥ t❤✐s ③♦♥❡✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ♣❤❛s❡✲❧❡ss✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t✐♥② ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
♣❤❛s❡✲r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦r❦s t♦ tr❛♥s✐❡♥t❧②
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✲
✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♥♦ s♣❛❝❡ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞
✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❉❇❙ t❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✐♠ ❛t ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
✶●✐✈❡♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✱ ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ♠❛❞❡
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✺✮✳ ❯♥st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛r❡ ♣❤❛s❡✲❧❡ss
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ✐s♦❝❤r♦♥✳
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❡♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥ str✉❝✲
t✉r❡s ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ✜❞❡❧✐t②✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ t♦ t✉♥❡ ❛
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t✉♥❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦
t❤❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✭❙❝❤✐✛✱ ✷✵✶✵✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ P❛rt ■ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ✇✐❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ✐t ✐♥ P❛rt ■■✳
✶✳✷✳✹ ◆❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t♦♥
❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❚◆ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜② ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ s♣✐❦✐♥❣
✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ P❛rt ■✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✶✾✾✵✮ t❤❡
❛✉t❤♦r ❛♥❛❧②③❡s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢
t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❍❡ s❤♦✇s
t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s str♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t
❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♣❛rs❡✱ t❤❡♥ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ st❛❜✐❧✐③❡
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❞❡❛t❤✳ ❚❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ t❤✉s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✐❢ ♥♦t ♦♣♣♦s✐t❡✱ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ P❛rt ■ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
✇❡❛❦ s♦ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✭❝❢✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ♥❡❛r❡r ✐♥ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱
✶✾✾✵✮✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛r✐s❡s ✐♥ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛s ❛ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦❧❞
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❛s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ st❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ❜♦r♥ ✐♥ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡str✐❝t t❤❡✐r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t✳
✶✳✷✳✺ ❆✐♠❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s
◆❡✉r♦♥❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ✇♦r❦s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳✷ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞
s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ✭❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❛♥❞ P✐❦♦✈s❦②✱ ✷✵✵✹❜✱❛❀ ❘♦s❡♥❜❧✉♠
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛✱❜✱❝❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❛❀ P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❛♥❞ ❚❛ss✱ ✷✵✶✵✮ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t✲s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦ r✐❣♦r♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥
P❛rt ■ ❛✐♠s ❛t r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
◆❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♦♠❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ P❛rt ■ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳
✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ ❈♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦
✶✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ❜❡✐♥❣ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥♣✉t t❤❛t ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦♥❧②✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr❡❛t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❣✉✐❞✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❤❛♠♣❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❡❛t❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ t❤✉s ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❛♣t❡r ✽✮ ❛♥❞ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱
✷✵✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✭❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❛♥❞ P✐❦♦✈s❦②✱ ✷✵✵✹❜❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❛❀ P②r❛❣❛s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡
❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt t♦ ❛ r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦✉t♣✉t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✭❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❛♥❞ P✐❦♦✈s❦②✱ ✷✵✵✹❜✱❛❀ ❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❛✱❜✱❝❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❛❀ P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❛♥❞ ❚❛ss✱ ✷✵✶✵✮✱
❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱
♦r ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭▲❡❣❛tt ❡t ❛❧✳✱
✶✾✽✵✮✱ ❛♥❞ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❤❡❛❞✱ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ s❝❛❧❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥♣✉t ✐s ❛ s❝❛❧❛r t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✱
❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❤❡❛❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
t♦ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t
✐♠♣♦s❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❛r ✐♥♣✉t✱ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❣❛✐♥ t❤❛t ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❤❡❛❞✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
r❡❧❛① t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s✳
❲❤✐❧❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐♥ ♦✉r st✉❞② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t♦♦ s✐♠♣❧✐st✐❝✱
✐t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ✐♥ P❛rt ■■✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s t♦ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✳ ❖✉r ✇♦r❦✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡
❧♦♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✈✐❛ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✭❧✐♥❡❛r✮ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✐ts s✐♠♣❧❡ ♥❛t✉r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❜♦t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
tr❡❛t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❡❛s② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✹✱ ✷✳✺✱ ❛♥❞ ✷✳✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✽✮✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✴❞❡s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣❛✐♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs r❡♠❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❡①✲
❤✐❜✐t s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣❛✐♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛♥ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
♣❤❛s❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡ s♦♠❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡
♦t❤❡rs r❡♠❛✐♥s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱
♦r ♣❛rt✐❛❧ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✱ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❉❡ ❙♠❡t ❛♥❞ ❆❡②❡❧s✱ ✷✵✵✾❀
❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❉❡ ❙♠❡t✱ ✷✵✶✵✮✳ P❛rt ■ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❲❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
θ˙i =
❑✉r❛♠♦t♦ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s︷ ︸︸ ︷
ωi +
N∑
j=1
kij sin(θj − θi)
▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥︷ ︸︸ ︷
−
N∑
j=1
γij
Ä
sin(θj + θi)− sin(θj − θi)
ä
.
❚❤❡ s❝❛❧❛r θi ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r i✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ i ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ω := [ωi]i=1,...,N ∈ RN ❛r❡ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❛t❡ ♦❢ s♣✐❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① k = [kij ]i,j=1,...,N ∈ RN×N ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① γ = [γij ]i,j=1,...,N ∈
R
N×N ✐s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❑✉r❛♠♦t♦ ❞②♥❛♠✐❝s
✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❖♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✱ ✐t r❡❞✉❝❡s ♦r ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ sin(θi+θj) ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✼✮ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡
❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜r✐❡✢② ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ♥❡✉r♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ str❡♥❣t❤s ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✭✜rst ♦r❞❡r✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛rt ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ s❦✐♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst r❡❛❞✐♥❣✷✳
✶✳✸✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✐ts
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡s ✐♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t②
❛✛❡❝t✐♥❣ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ♣❛t✐❡♥ts ❛s ❛ ❤✐❣❤❧② ♦r❞❡r❡❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s st❛t❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❣r♦✉♣
♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❞✐s❝❤❛r❣❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✱ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹❀ ❙tr♦❣❛t③✱ ✷✵✵✵❀ ❑♦♣❡❧❧
✷❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢ Pr♦❢✳ ●✳ ❇✳ ❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❉✳ ❆❡②❡❧s ♦♥ t❤❡ ✜rst
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❛♥❞ ❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✷✵✵✷❀ ❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❋r❛❞❦♦✈✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s✱ r✐❣♦r♦✉s❧② ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■❢ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❡ s✐♠♣❧② s♣❡❛❦ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐❧❡♥t ✭✐♥❤✐❜✐t❡❞✮ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
❆ ✜rst ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧t s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ■t st❛t❡s t❤❛t
❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t♦r②
❧✐♥❦s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤
♥❡✉r♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t r❡❝❡✐✈❡s t❤❡
✐♥❥❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡ ✏❣❡♥❡r✐❝✑ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
♠❡❛s✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✈❡❝t♦rs✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✸ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛② ♦r ♠❛②
♥♦t ❤❛✈❡ ❛ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ♠✐❣❤t ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛♥ ❛❧♠♦st ✭♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✮ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ❛ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✭✐♥❤✐❜✐t❡❞✮ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸✱ ✹✱ ❛♥❞ ✺✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s✉❜s❡t ♦❢ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❑✉r❛♠♦t♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞
❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ❧❡♠♠❛ ❢♦r t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛✲
t✐♦♥✳ ■t st❛t❡s t❤❛t ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥✈❡rt❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥② ♦❢ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳
✶✳✸✳✸ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❤❛s ❛ t✇♦❢♦❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ❥✉st✐❢② t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦❜✉st ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ❞✐s✲
t✉r❜❛♥❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❉❇❙✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❡♥❡r❛❧ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t t♦ st✉❞② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s r✉❧❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ✐♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❆s s✉❝❤✱ st❛♥❞❛r❞ t♦♦❧s ❢r♦♠
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡
r❡❧② ♦♥ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❜❛s❡❞ ■♥♣✉t✲t♦✲❙t❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭❙♦♥t❛❣✱ ✶✾✽✾✱ ✷✵✵✻❛✮✳
❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❡❛❝❤ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜❧❡ ✭❙♦♥t❛❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱
✶✾✾✻✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✮✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ▲②❛♣✉♥♦✈
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
t♦❧❡r❛t❡❞ ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛s②♠♣t♦t✲
✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✮✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t❧②
♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉ts ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞
❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❉❇❙ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
❆✳✶✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠
❆✳✼✮ ❛r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✹✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ▲❡♠♠❛s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤✐s s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞
r❡❧❛t❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
st❛t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✶✳✸✳✹ ◆❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥
❲❤✐❧❡ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✱ ❈❤❛♣t❡r ✹
❝♦♥t❛✐♥s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣♦❛❧✿ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ♠❡❛♥ t♦ ❜r✐♥❣ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ ❛ s✐❧❡♥t
st❛t❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ s♣✐❦❡s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❤❛s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ ✐t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❚◆ ❛♥❞ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❛ ❤❡❛❧t❤✐❡r ❝♦rt✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❇●✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ ❉❇❙ ✇❛s t❤❡
s✉r❣✐❝❛❧ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚◆✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛❞✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠s ✐♥t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛rt✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❛❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛rt✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r
♠❡❛♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛✐♥s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s
✐s r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦r
✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳
❲❡ st❛rt ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t s②st❡♠✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❣❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛s ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ✹✳✸ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣❛✐♥s ❛❧♠♦st ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t s②st❡♠s ✭❍✐rs❝❤ ❛♥❞ ❙♠❛❧❡✱ ✶✾✼✹✮ ❛♥❞✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❛❧✲
②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣❛✐♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ❛♥❞ tr❡❛t t❤❡♠ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ♣❡rs✐st ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭❍✐rs❝❤
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✱ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧ts
♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙
❝❛♥ ✐♥❤✐❜✐t ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳
❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✺✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s
❛r❡ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s
❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✽✳
✶✳✸✳✺ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ s✉✐t❛❜❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣❤❛s❡✲♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧②✳
❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛ s❤♦rt ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛❝t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❙tr♦♥❣ ❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■t r❡q✉✐r❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞r✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦✇♥s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ✉s❡ ❜♦t❤ ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ N ✲t♦r✉s✱ ♦r
♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡s ❧✐❦❡ RN ✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❢t❡❞ t♦ RN ✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞r✐❢t
♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❛❞♠✐ts ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡s
t❤❛t ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t②✱ ❝❢✳ ❡✳❣✳
✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
❙tr♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦♦ ❤❛rs❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❧❧✲t✐♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ❲❡ t❤✉s ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻ ❜② ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❜❡ ❞r✐❢t✐♥❣ ❛✇❛② ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t✐♠❡ ✇✐♥✲
❞♦✇✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
✐♥t❡r♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ✇❡❛❦❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳
❆❢t❡r t❤❡ ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ s✇✐t❝❤
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ r❡❝♦r❞✐♥❣✲
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✱
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❞❡s❝②♥❤r♦♥✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ t❡r♠s✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦
✐♥❞✉❝❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧
✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❉❇❙
❡❧❡❝tr♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✻ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶✶✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s
r❡s✉❧t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹✮✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❜❡
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❣✐✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛✐r
♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉ts✳
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ P❛rt ■■ ✲ ▼♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ P❛rt ■ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤ts ❛♥❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐ts ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ♣❡r♠✐t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♠♦r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❲❡ st❛rt ❜② ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧✐♥❣ s♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❝❤
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛
♣r❡❝✐s❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t✱ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s♦♠❡ P❉✲r❡❧❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✳
❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡②♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞
♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ P❛rt ■■✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳
✶✳✹ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✲
✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s
✶✳✹✳✶ ■♦♥✐❝ ❜❛s✐s ♦❢ s♣✐❦✐♥❣
▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♦♥✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❆❧❧ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❍✐❧❧❡✱ ✶✾✽✹✱ ❈❤❛♣t❡rs ✶✲✺✮✳
❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ♣❡r♠❡❛❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✐♦♥s✱ ♠❛✐♥❧② s♦❞✐✉♠ Na+✱ ♣♦t❛s✲
s✐✉♠ K+✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠ Ca2+ ✐♦♥s✳ ■♦♥s ❝r♦ss t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦t❡✐♥ ✐♦♥✐❝
❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐♦♥✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♠♦❞❡❧✳ Cm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ VNa ❛♥❞ VK ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s gNa ❛♥❞ gK ❝❤❛♥❣❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s✳
IC = CmdV/dt ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛t ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ INa ❛♥❞ IK ❛r❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦ ❝✉rr❡♥t IL ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s
♣❛ss✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ✭❙❦✐♥♥❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ❡①tr❛❝❡❧❧✉✲
❧❛r ♠❡❞✐✉♠s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ♦r ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r ♦❢
t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r✱ ♦r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♠❡❞✐✉♠s✳
❙♣❡❝✐✜❝ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♥❞❡r t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✲❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❝✐r❝✉✐t✱ s❦❡t❝❤❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥s
✐s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ t♦♦ ❝❤❛♥❣❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ r✐❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
♥❡✉r♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✶✳✹✳✷ ❆ r✐❝❤ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs
❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥✲
s✐❝❛❧❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t
❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❛♣t❡rs ✶✲✼✮ ❛♥❞ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✼✱ ❈❤❛♣t❡rs ✺✲✾✮ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♥❡✉r♦♥s ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
◆❡✉r❛❧ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹❛✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❜r✉♣t ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
✈♦❧t❛❣❡ ✭s♣✐❦❡✮ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② r❡st✐♥❣ ♥❡✉r♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❜r✐❡❢ st✐♠✉❧✐ ✭✐♥ r❡❞
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st r❡❛❝t✐♥❣ ✐♥✇❛r❞
✭♣♦s✐t✐✈❡✮ Na+ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❧♦✇❡r ♦✉t✇❛r❞ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ K+ ❝✉rr❡♥t✳ ❆s t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐♥✲
❞✉❝❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ s♦❞✐✉♠ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈❛t❡s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣♦t❛ss✐✉♠
❝✉rr❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ♥❡t ✐♥✇❛r❞ ❝✉rr❡♥t ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ t❤❛t t❡♥❞s t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✭✉♣str♦❦❡✮✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❝✉rr❡♥t
✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡
st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❇♦t❤ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛♥❞ s♦❞✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠
r❡❧❛①❡s ❜❛❝❦ t♦ r❡st ✭❞♦✇♥str♦❦❡✮✳
P❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹❜✮ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❞❝✲❝✉rr❡♥t ✭✐♥ r❡❞ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡✮✱ t❤❡ st❛❜❧❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ◆❡✉r♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣
❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♣❛rt t❤❛t✱ ❛❢t❡r t❤❡ s♣✐❦❡✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t
tr✐❣❣❡rs ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢❛st ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② Na+ ❝✉rr❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s✳
❇✉rst✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺❛✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st✐♥❣✴❡①❝✐t❛❜❧❡ s♣✐❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✲
✐♥❣✳ ■t ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧♦✇ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r
Ca2+ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❣r❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❜❛r❡❧② ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ Ca2+ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❛♥ s✇✐t❝❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥
❢r♦♠ ❛ r❡st✐♥❣ ❡①❝✐t❛❜❧❡ st❛t❡ t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
❆❢t❡r✲❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺❜✮✳ ❲❤✐❧❡ r❡❧❛①✐♥❣ t♦ r❡st✱ ❛❢t❡r ❛ s♣✐❦❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧ ❜✉♠♣ ✭❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s s❡❝✲
♦♥❞ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ ❛ r❡❛❧ s♣✐❦❡✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡s
Ca2+ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦❞✐✉♠✱ Ca2+ ❝✉rr❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉rt❤❡r✱ ❜✉t s❧♦✇❡r✱ s♦✉r❝❡ ♦❢
❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♣✐❦❡ ❞♦✇♥str♦❦❡✱ ✐♥✇❛r❞ Ca2+ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡
st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡② ❝❛♥ t❡♠♣♦r❛r✐❧②
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ K+ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
P❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ■❢ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣✱ t❤❡②
♠✐❣❤t tr✐❣❣❡r t❤❡ ❢❛st ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② s♦❞✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❆❉P
✐♥ ❛ r❡❛❧ s♣✐❦❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉st❛✐♥❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❧✐❡ ♦♥ ❛ ✏♣❧❛t❡❛✉✑ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡st ♠❡♠❜r❛♥❡
✈♦❧t❛❣❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❣r❛② ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ P❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❧♦✇ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❢r♦♠ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r Ca2+ ✭❣r❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✮ ❡♥❞s t❤❡ ❜✉rst✳
❈❛❧❝✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❈✐t✐♥❣ ✭❍✐❧❧❡✱ ✶✾✽✹✮✿
✏✳ ✳ ✳ ✭✈♦❧t❛❣❡✲r❡❣✉❧❛t❡❞✮ Ca ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❝❡❧❧✳ ✳ ✳ ✑
❚❤❡② ❞✐r❡❝t❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦❞✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥
❡①tr❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts✳ ❇✉t✱ ❛s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ s♦❞✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ ✈❡r②
❢❛st✱ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❛st ❧♦♥❣❡r✱ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡s❝❛❧❡ ❛s ♣♦t❛ss✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts
❛♥❞ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❛❢t❡rs♣✐❦❡ ❝❡❧❧ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❉Ps ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨❛❛r✐✱ ✷✵✵✽❀ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❘❛♥❞❛❧❧✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞
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Plateau Oscillations
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ P❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
✏✳ ✳ ✳ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❝❡❧❧s tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥t♦ ❛❝t✐♦♥ ❜② Ca2+ ✢✉①❡s ♠♦❞✉❧❛t❡❞
❜② ✈♦❧t❛❣❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ Ca✲♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❈❛❧❝✐✉♠ ✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡ss❡♥✲
❣❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♠❛♥② ❝❡❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳✑
❚❤❡ s❧♦✇ Ca ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤✉s ♣❡r♠✐ts t♦ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝❡❧❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱
❜✉rst✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❥✉st ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ Ca2+ ✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛✛❡❝t
❛s ✇❡❧❧ ♥❡✉r♦tr❛♥s♠✐tt❡rs r❡❧❡❛s❡✱ ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✭❍✐❧❧❡✱ ✶✾✽✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
❈❛❧❝✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❛ P❉✴❉❇❙ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡② ❛❜♦✉♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥
❙❚◆ ❛♥❞ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣✱ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❜✉rst✐♥❣✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ ❙❚◆ ✭❇❡✉rr✐❡r ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✾❀ ❍❛❧❧✇♦rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❙♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❩❤✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮❀ ❉❆ ✭❆♠✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❈✉✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❋♦❡❤r✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❲❛r♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮
✶✳✹✳✸ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝s
❆❧❧ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈✐❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✲
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② t②♣❡ ✭❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡②✱ ✶✾✺✷✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉❣❤t ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛❧✐s♠✱ ✇✐t❤
t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♦❜s❝✉r✐♥❣ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✜r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❤❛♠♣❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■t ✐s t❤✉s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳
■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ P❛rt ■ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r②
❞②♥❛♠✐❝s✳
■♥ P❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♥❡✉r♦♥ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝
♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ P❛rt ■✳
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ P❛rt ■■✿ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✉r♦♥ t②♣❡ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
✜♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡① ♠♦❞❡❧✳ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆ ❆❆❆❆
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✶✳✺ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✿ ❙✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝s
❲❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳
✶✳✺✳✶ ❘❡❞✉❝❡❞ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s
■♥ ✭❋✐t③❍✉❣❤✱ ✶✾✻✶✮✱ ❋✐t③❍✉❣❤ ❞❡r✐✈❡s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ s♣❡♥❞s ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❛r ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✲
✐❢♦❧❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦t r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞✱ ❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❧❛t❡r ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❋✐t③❍✉❣❤✲
◆❛❣✉♠♦ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❞②♥❛♠✐❝s✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ♣♦ss❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❧✐♠✐t s❡ts ✭✐♥ t❤❡ ♣❛st ❛♥❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡✮ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡ ❛s ❛ ❣✐✈❡♥
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♦r s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝❤❛♥❣❡s✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❋✐t③✲❍✉❣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧❛♥❛r ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❛t ❋✐t③❍✉❣❤ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
✏♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡ ❞✐❛❣r❛♠✑✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♦❜s❝✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧
❜② t❤❡ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❋✐t③❍✉❣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✭❑❡♣❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡s❝❛❧❡s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② t❤❡✐r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✇❛r❞ Na+ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ K+ ❝✉rr❡♥t✱ ❜♦t❤ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❝❛❧❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ st✐❧❧
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❍❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ ❋✐t③❍✉❣❤ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ✏r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡✑ ♦❢ t❤❡ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✭❑❡♣❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ ❢❛✐❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❡♠❜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡
❡✛❡❝ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❛t ♣❛♣❡r ✏❛♥t✐s②♥❡r❣✐st✐❝✑✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✐✉♠ ✭✐♥✇❛r❞✮ ❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ✭♦✉t✇❛r❞✮ ❝✉rr❡♥ts ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ ✇❤♦s❡ ❛♥t✐s②♥❡r❣✐s✲
t✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❉Ps ❛♥❞ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳
✶✳✺✳✷ ❍②❜r✐❞ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s
❘❡❝❡♥t ✇♦r❦s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✽✮✱ ❤❛✈❡ r❡✈✐✈❡❞
t❤❡ ✐♥t❡r❡st ❢♦r r❡❞✉❝❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ②❡t ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t ✜❞❡❧✐t② t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛r❣❡✲
s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞✸ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢❛st
✭❛❧♠♦st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❍②❜r✐❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦
✜♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❉❇❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❝❤✐✛✱ ✷✵✶✵✮ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✜❞❡❧✐t② ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✳
■③❤✐❦❡✈✐❝❤✬s r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✭❢❛st✮ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ♠❛♥② r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦✱ ❡①❤✐❜✐t✱ ♥❡❛r t❤❡
r❡st✐♥❣ st❛t❡✱ ❛ ❢♦❧❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭s❧♦✇✮ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❧✐♥❡❛r✳ ❇② ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛ r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ s♣✐❦❡ ❞♦✇♥✲str♦❦❡✱ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤
♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥❡✉r♦♥s
✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈♦❧t❛❣❡ ♥✉❧❧❝❧✐♥❡
❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉❧❧❝❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ✐ts r✐❝❤ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
✶✳✺✳✸ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❛ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✴❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r✐sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ■♥
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐❞❡❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ t♦♦❧s t❤♦r♦✉❣❤❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞✳
❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣❛ss✐✈✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ✭❙t❛♥ ❛♥❞ ❙❡♣✉❧❝❤r❡✱ ✷✵✵✼❀
❍❛♠❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙t❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣❛ss✐✈✲
✐t② ✭❱❛♥ ❞❡r ❙❝❤❛❢t✱ ✶✾✾✾❀ ❇②r♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ❖rt❡❣❛✱ ✶✾✾✶✮✱ s❡♠✐✲♣❛ss✐✈✐t② ✭P♦❣r♦♠s❦② ❛♥❞
◆✐❥♠❡✐❥❡r✱ ✷✵✵✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛✲
t♦rs✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ s②st❡♠ ✐s ✭str✐❝t❧② ♦✉t♣✉t✮ ♣❛ss✐✈❡ ✐❢ ✐t ❞✐ss✐♣❛t❡s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✬
❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ✐❢
❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✭❱❛♥ ❞❡r ❙❝❤❛❢t✱ ✶✾✾✾✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣❛ss✐✈❡✱
♦r ✐t ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ s♦♠❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ ■t t✉r♥s ♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♠❛♥② ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❛r❡ s❡♠✐✲♣❛ss✐✈❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡② ❛r❡ ♣❛ss✐✈❡ ♦♥❧② ♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❇② ❞✐✛✉s✐✈❡
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❡♠✐✲♣❛ss✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❡♠✐✲♣❛ss✐✈✐t②✮✱ r✉❧✐♥❣ st❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡
str✐❝t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♦✉t♣✉t ♣❛ss✐✈✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ ❛♥❞✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱
❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s str✐❝t❧② ♦✉t♣✉t ♣❛ss✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣❛ss✐✈✐t② ❛♥❞ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✈❛❧✐❞ t♦♦❧ ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❆ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥✲
tr❛❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❉❡♠✐❞♦✈✐❝❤✱ ✶✾✻✼❀ P❛✈❧♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✻❀ ❙♣♦♥❣✱ ✶✾✾✻❀ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❙❧♦t✐♥❡✱
✷✵✵✹❀ P❤❛♠ ❛♥❞ ❙❧♦t✐♥❡✱ ✷✵✵✼❀ ▲♦❤♠✐❧❧❡r ❛♥❞ ❙❧♦t✐♥❡✱ ✶✾✾✽✮✳ ❇♦t❤ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥✲
t❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ♦t❤❡r✳ ❘♦✉❣❤❧②
s♣❡❛❦✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ♦r ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✱ ✐❢ ❧♦❝❛❧❧② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
✸❆ s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❤②❜r✐❞ ✐❢ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s ✐s r✉❧❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡
✉♣❣r❛❞❡s ✭❱❛♥ ❞❡r ❙❝❤❛❢t✱ ✷✵✵✵❀ ▲②❣❡r♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ●♦❡❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡s❡ r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ r♦❜♦t ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✱ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦♦ str♦♥❣
❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❲♦r❦s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✭P♦❣r♦♠s❦② ❛♥❞ ◆✐❥♠❡✐❥❡r✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ✭❙t❡✉r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✳ ■♥ ✭❙t❡✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ♠❛♥② ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤②s✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ s❝❛❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ✭P♦❣r♦♠s❦② ❛♥❞ ◆✐❥♠❡✐❥❡r✱ ✷✵✵✶✮✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
✶✳✻ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥❡✇ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ P❛rt ■ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s✳ ❚❤❡② st❡♠
❢r♦♠ t✇♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛r ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ Pr♦❢✳ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ▲✐è❣❡✱ ❇❡❧❣✐✉♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢
Pr♦❢✳ ▲✳ ❙❝❛r❞♦✈✐ ❛t t❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼ü♥❝❤❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢✉♥❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳
✶✳✻✳✶ ❘❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s
❘❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱❜✮ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡✲r❡❣✉❧❛t❡❞
❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣✱ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠✐❞❜r❛✐♥ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡s❡ ❝✉rr❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥❡✉r♦♥ r❤②t❤♠ ✭❉r✐♦♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉t
✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛❧s♦ ❢♦r ❉❇❙✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♣r❡s❡♥t ❉❇❙ ✐s t❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ❙❚◆
♥❡✉r♦♥s s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♥♦♥✲♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❍❛♠♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✳ ❲❤✐❧❡ ❙❚◆ ❛♥❞ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ✐♦♥✐❝
❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✈♦❧t❛❣❡✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠✲r❡❣✉❧❛t❡❞
♣♦t❛ss✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✶✳✹✳✷✮✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❢✉rt❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝
✭❉❆✮ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❢♦✉r✲st❛t❡✮ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ✭❍❍✮ ♠♦❞❡❧
t♦ t❤❡ ✭t✇♦✲st❛t❡✮ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♦♥ s♣✐❦✐♥❣
♥❡✉r♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡❞ ❍❍✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧❝✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❛ t✇♦✲st❛t❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t tr❡❛t t❤❡ ❉❇❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❝❤✐✛✱ ✷✵✶✵✮ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥❡✉r♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ P❉✴❉❇❙ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❛t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❆s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷✱ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✶✵✮ ✐s ❛ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡✉✲
r♦♥s t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t② t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ✈❛st ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t✉♥❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t② t❤❡ s♣✐❦✲
✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❛t ✐s ❛ s❧♦✇ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ✭♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣✮ ✇✐t❤ ❆❉Ps✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤②✲
❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t✐♥② ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛r❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐sr✉♣t
COMMON INPUT
MEMBRANE
POTENTIAL of
SINGLE CELLS
MEAN
POTENTIAL
2 s
20 mV
50 mV
1
1
ACTIVITY OF 
SK CHANNELS
-70 mV
2 s
2 s
2 s
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥
♥♦✐s② ✐♥♣✉t✳ ❙❑ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t②✱ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥s❡♥s✐✲
t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ s②♥❛♣t✐❝ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❲❤❡♥ ❙❑ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡
❞♦✇♥r❡❣✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝✉rr❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳
✐ts r❡❣✉❧❛r s♣✐❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦
❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉ts✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✸✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱
♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝
♥❡✉r♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ r♦❜✉st ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉Ps✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ r❡❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝
❜❛s✐s ♦❢ ♥❡✉r♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ t②♣✐✲
❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❛
♣❧❛♥❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ P❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❛r❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✷ ❛♥❞ ✻✳✷✳✸ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞
♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❆ ❞❡❡♣❡r ♣❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♥✉❧❧❝❧✐♥❡✹ ❤❛s ❛ s❡❧❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❤♦✇ t❤✐s s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣✉❧❛r tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ❜✐❢✉r❝❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥❛✲
❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ t❤r♦✉❣❤ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❏♦♥❡s✱
✶✾✾✺❀ ❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✮ t❤❛t t❤✐s s✐♥❣✉❧❛r tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳
✹●✐✈❡♥ ❛ ♣❧❛♥❛r ❞②♥❛♠✐❝s x˙ = f(x, y) ❛♥❞ y˙ = g(x, y)✱ t❤❡ x✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t {(x, y) ∈ R2 :
x˙ = 0} ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ y✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❛s {(x, y) ∈ R2 : y˙ = 0}✳
Electrical Coupling
Neuron model
K [Ca2+]Na Ca
[Ca2+] ❞✐✛✉s✐♦♥
V
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ■♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❡❜r❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥t❡r✲
❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts ✈✐❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣s✳ ■♥ t✉r♥✱ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r Ca2+ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢✉rt❤❡r s❧♦✇❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t✲
❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✱ ♣❛❣❡ ✶✻✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ Ca2+ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❖t❤❡r ❢♦r♠s
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥❡✇ ✐♥ ♥❡✉r♦♥s
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❛ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ❤②❜r✐❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥✳ ❲❡ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ r❡❧②
♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r♦❜✉st ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉Ps✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐ts
❛❜s❡♥❝❡ ✐s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡✐r
r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳
✶✳✻✳✷ ❆♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✱ ♣❛ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛❧❧
t❤❡ ❝✐t❡❞ ✇♦r❦s ❤❡❛✈✐❧② ✉s❡ ❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱
✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳
■♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ r♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
s✉❝❤ ❛s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐✲
❝❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ s♣❡❝✐❡s✮ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✭t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❝❡❧❧✉❧❛r s✐❣♥❛❧✐♥❣✮✳ ■♥
♥❡✉r♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥t❡r❛❝ts ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐❝
❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r Ca2+ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✹✳✶ ❛♥❞ ✶✳✹✳✷✳ ❙❡❡
❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ t②♣❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐♥t❡r♥❡✉r♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s tr❛✈❡❧ ❛♠♦♥❣ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡s❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❡❧❧✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧②
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✱ ✐♦♥✐❝✱ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
s♣❡❝✐❡s✳
■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥
❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r♠s ❛ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡✉r♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✈✐❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s②st❡♠ ✐s
♥❛t✉r❛❧❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦♣❡♥✲ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❉❇❙✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✭❱✐❞②❛s❛❣❛r✱ ✶✾✽✶❀ ▼♦②❧❛♥ ❛♥❞ ❍✐❧❧✱ ✶✾✼✽❀ ❱❛♥ ❞❡r
❙❝❤❛❢t✱ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳
❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦
✐♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
❛❞❛♣t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②st❡♠s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r♦❜✉st s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢❛st ❡①❝✐t❛❜❧❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞
t❤❡ s❧♦✇ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❝❛❧❝✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✾
♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞
❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t t❤✉s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t
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❑✉r❛♠♦t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✹✾t❤✳ ■❊❊❊ ❈♦♥❢✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❈♦♥tr✳✱
♣❛❣❡s ✶✺✽✼✕✶✺✾✺✱ ❆t❧❛♥t❛✱ ●❆✱ ❯❙❆✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳
❬■❈✸❪ ❆✳ ❋r❛♥❝✐✱ ❲✳ P❛s✐❧❧❛s✲▲é♣✐♥❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤❛✐❧❧❡t✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❑✉✲
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❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
■♥ Pr♦❝✳ ✺✵t❤✳ ■❊❊❊ ❈♦♥❢✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❈♦♥tr✳✱ ❖r❧❛♥❞♦✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✶✳
❬■❈✼❪ ❆✳ ❋r❛♥❝✐✱ ❲✳ P❛s✐❧❧❛s✲▲é♣✐♥❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤❛✐❧❧❡t✳ ❱❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
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t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ Pr♦❝✳ ✼t❤ ❈♦♥❢✳
♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧✱ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘♦❜♦t✐❝s✱ ❋✉♥❝❤❛❧✱ ▼❛❞❡✐r❛✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵
∗❚❤❡s❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② r❡❛s♦♥s✱ ✐ts ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
◆♦t❛t✐♦♥
❲❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② Z✱ N ❛♥❞ R t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❛❧❧ ♥♦♥♥♦♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❛♥❞
❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ■❢ A ∈ N ♦r A ∈ R✱ ❛♥❞ a ∈ A✱ A≥a ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t {x ∈ A : x ≥ a}✳ ●✐✈❡♥
N ∈ N≥1✱ ✇❡ ❧❡t N 6=N :=
{
(i, j) ∈ {1, . . . , N}2 : i 6= j}✳ ■❢ I ⊂ Z✱ #I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts
❡❧❡♠❡♥ts✳
●✐✈❡♥ n ∈ N≥1✱ Tn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s✱ ♦r s✐♠♣❧② n✲t♦r✉s✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t A ⊂ Rn ✭r❡s♣✳ A ⊂ Tn✮✱ ∂A ❞❡♥♦t❡s ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳
●✐✈❡♥ t♦✇ s❡ts X,Y ✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : X → Y ✱ ❛♥❞ A ⊂ X✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② f |A : A → Y t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ f t♦ A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② fA(x) = f(x)✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ A✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② 1n×m ∈ Rn×m t❤❡ n ×m ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛❧❧ ✉♥✐t❛r② ❡♥tr✐❡s✱ ❛♥❞ 1n := 1n×1✳ In
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① A✱ spect(A) ❞❡♥♦t❡s t❤❡
s❡t ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳
●✐✈❡♥ i ∈ {1, . . . , N}✱ ei ∈ RN ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ♦♥❧② ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ i✲t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ 1✳ ●✐✈❡♥ x ∈ RN ✱ x⊥ :=
¶
z ∈ RN : x⊤z = 0
©
✳
❋♦r ❛❧❧ x ∈ Rn✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ x ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② |x|2 :=
»∑n
i=1 x
2
i ❛♥❞ ✐ts ✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠
❜② |x|∞ := maxi=1,...,N |xi|✳ ❲❤❡♥ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
♥♦r♠ ❛s |x|✳ ❋♦r A ⊂ Rn ❛♥❞ x ∈ Rn✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣♦✐♥t✲t♦✲s❡t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
|x|A := infy∈A |y − x|✳ ●✐✈❡♥ A,B ⊂ RN t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❡t✲t♦✲s❡t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
|A|B := infx∈A,y∈B |x− y|✳ ❋♦r A ⊂ Rn ❛♥❞ r ≥ 0✱ B(A, r) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
A ♦❢ r❛❞✐✉s r ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱ t❤❛t ✐s B(A, r) := {x ∈ Rn : |x|A ≤ r}✳
■❢ u : R≥0 → Rn ❞❡♥♦t❡s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ❧♦❝❛❧❧② ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐ts ❡ss❡♥t✐❛❧ s✉♣r❡✲
♠✉♠ ♥♦r♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ‖u‖ := ❡ss s✉♣t≥0|u(t)|✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∇x t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭❣r❛❞✐❡♥t✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ ✐✳❡✳ ∇x =Ä
∂
∂x1
, . . . , ∂∂xn
ä
✳
❋♦r ❛❧❧ x, y ∈ R✱ z = x ♠♦❞ y ✐❢ z = x + ky ❢♦r s♦♠❡ k ∈ Z✳ ●✐✈❡♥ x ∈ Rn ❛♥❞ a ∈ R✱ (x
mod a) := [xi mod a]i=1,...,n ⊂ Rn✳
❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ α : R≥0 → R≥0 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss K ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ α(0) = 0✳
■t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss K∞ ✐❢ ✐t ✐s ♦❢ ❝❧❛ss K ❛♥❞ α(s) → ∞ ❛s s → ∞✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ β :
R≥0 × R≥0 → R≥0 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss KL ✐❢ β(·, t) ∈ K ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ t ≥ 0 ❛♥❞β(s, ·) ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ s ≥ 0✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② µn t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Rn ✭r❡s♣✳ Tn✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✭∀a.a.✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❛r✐s❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧②
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛s µ✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ x˙ = f(x, t) st❛rt✐♥❣ ❛t x0 ∈ Rn ❛t t✐♠❡ t0 ∈ R ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
x(·; t0, x0) ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐t ❡①✐sts✳ ■♥ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ x˙ = f(x)
st❛rt✐♥❣ ❛t x0 ∈ Rn ❛t t = 0 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s x(·, x0) ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐t ❡①✐sts✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t U ⊂ Rn✱
x(t; t0, U) := {x(t; t0, x0) : x0 ∈ U}✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t A ⊂ Rn✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts st❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥st❛❜❧❡✮
s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞②♥❛♠✐❝s x˙ = f(x) ❛s As := {x0 ∈ Rn : limt→∞ |x(t;x0)|A = 0}
✭r❡s♣✳ Au := {x0 ∈ Rn : limt→−∞ |x(t;x0)|A = 0}✮✳
▲❡t Lm2e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ L2 s♣❛❝❡ ❱❛♥ ❞❡r ❙❝❤❛❢t ✭✶✾✾✾✮ ♦❢ s✐❣♥❛❧s w : R≥0 → Rm✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ wT := w|[0,T ] ✐s ✐♥ Lm2 ([0, T ])✱ ❢♦r ❛❧❧ T ≥ 0✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Lm2e ✐s ♠❛❞❡ ♦❢
❛❧❧ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ sq✉❛r❡✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ♦♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② T ≥ 0✱ ❢♦r ❛❧❧ w, v ∈ Lm2e✱
t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ wT ❛♥❞ vT ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 〈w, v〉T ✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ‖w‖T ❢♦r t❤❡ Lm2 ♥♦r♠ ♦❢
w|T ✳

P❛rt ■
◆❡✉r♦♥s ❛s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

❈❤❛♣t❡r ✷
▼♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣
✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ✐♥
❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛②✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞
❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❯♥❞❡r ❤❡❛❧t❤② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ s✉❜t❤❛❧❛♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ✭❙❚◆✮
♥❡✉r♦♥s ✜r❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✮ ♠❛♥♥❡r ✭◆✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ❙❛r♠❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✳ ■♥ P❉ ♣❛t✐❡♥ts✱ ❙❚◆ ♥❡✉r♦♥s ❢♦r♠ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ P❉✬s ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ✭❱♦❧❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❍❛♠♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ t❤❡r❛♣✐❡s✱ ♠❛♥② ♣❛t✐❡♥ts ✉♥❞❡r❣♦ ❉❡❡♣ ❇r❛✐♥ ❙t✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✭❉❇❙✮✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛ ❧♦✇ ✈♦❧t❛❣❡ ✏❤✐❣❤✧✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭>✶✵✵
❍③✮ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥♣✉t ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❚◆✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r❛st✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ✭❇❡♥❛❜✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✳ ❆t ♣r❡s❡♥t t❤✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ✭♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦t ♦♣t✐✲
♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛t✐❡♥t ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
t❛❦❡ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭❘♦❞r✐❣✉❡③✲❖r♦③ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♣❛t✐❡♥ts ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ♦r t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❉❇❙ ✭❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛st ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡
♣❛❝❡♠❛❦❡r ❜❛tt❡r✐❡s ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t♦ ❢✉rt❤❡r s✉r❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡♠✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦t❤ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❉❇❙ ❛♥❞ t♦ ♦✈❡r♣❛ss t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝❡r❡❜r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥♣✉t✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❉❇❙✳ ❚❤❡ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧ ✐s t❛❦❡♥
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮✳
❉✉❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✐s s❡❡♥
❛s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t s②♥❛♣t✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✉s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❛♥② r❡❝♦r❞✐♥❣✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♥♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s❡t✉♣✳
❯♥❞❡r st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❑✉r❛♠♦t♦ ❝♦✉♣❧❡❞
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥
❛❧r❡❛❞② ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
✭P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❉❛♥✐❡❧s✱ ✷✵✵✺❀ ❆❝❡❜ró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹❀ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
❈✉♠✐♥ ❛♥❞ ❯♥s✇♦rt❤✱ ✷✵✵✼❀ ▼❛✐str❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❱❛♥ ❍❡♠♠❡♥
❛♥❞ ❲r❡s③✐♥s❦✐✱ ✶✾✾✸❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❖♥❧② r❡❝❡♥t❧② t❤❡
✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ✭▼❛✐str❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❚✉❦❤❧✐♥❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❚❛ss✱ ✷✵✵✸❜✮✳
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛s ❛
s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥
t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr❡❛t❛❜❧❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ r❤②t❤♠✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r♠❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❧❛ss
♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳
❚❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✲
❧♦♦♣ ❉❇❙ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡♠♠❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
r❡s✉❧t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♠❛❥♦r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❤✐❧❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣r♦♦❢s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻
✷✳✶ ❆ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✐♥ P❛rt ■ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❛t ✐s
♥❡✉r♦♥s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❣✉❧❛r tr❛✐♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛ r✐❝❤ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❡①✐st ❜❡s✐❞❡ t❤✐s✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❛♣t❡r ✽✮ ❛♥❞
✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✮✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ t❤✉s st❛rt ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞
♣♦st♣♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ P❛rt ■■✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❊✈❡♥ ❜❛s✐❝
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡②✱ ✶✾✺✷✮ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❢♦✉r ❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♦r s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ t❤❡♠✱ ✐s st✐❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡✶✱
t❤❡ ♦♥❧② r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢
❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈✐❛
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢
✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
❆ ❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ ❛s ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ INa,p+ IK ✭♣❡rs✐st❡♥t s♦❞✐✉♠ ♣❧✉s
♣♦t❛ss✐✉♠✮ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧s✱ ❧✐❦❡ ❝❡♥t❡r ♠❛♥✐❢♦❧❞s r❡❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❙❡❡ ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r ❛♥❞ ❍♦❧♠❡s✱ ✷✵✵✷✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✼✱ ✶✳✽✱
❛♥❞ ✶✳✾✱ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✾✺✮✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t♦ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr❡❛t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❧♦❝❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦r✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛♥♦t❤❡r
❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt②✱ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥❡❡❞s✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♣♦ss❡ss ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✶❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ P❛rt ■■ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦ ✭❈♦♦♠❜❡s ❛♥❞ ❇r❡ss❧♦✛✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ P❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ INa,p + IK ♠♦❞❡❧✳ ❊q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✼✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤❡
❉❇❙ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ t❤✉s r❡q✉✐r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡
♠♦❞❡❧ t♦ ♣♦ss❡ss ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛♥❞
❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✳
❈♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱
z˙ = (iω◦ + ρ2 − |z|2)z, z ∈ C, ✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ ω◦ ∈ R ❛♥❞ ρ > 0✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ t✇♦ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❛s✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
♦❢ r❛❞✐✉s ρ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ω◦ ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r ❛♥❞ ❍♦❧♠❡s✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳✷✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t②✱ ✐s 2ρ2 ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ❆✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ω◦ ❛♥❞ ρ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✐ts r❡❛❧
♣❛rt t♦ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt t♦ ❛
r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆
s✐♠✐❧❛r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ r❤②t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹❀ ❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✶✾✾✵❀ ❲✐♥❢r❡❡✱
✶✾✽✵❀ ❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜❀ P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✭✷✳✶✮ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐ts ♣❤❛s❡ ♣❤❛s❡✲❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s r❡✲s❝❛❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s
r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s r❛❞✐❛❧ ✏✐s♦❝❤r♦♥s✑ ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✽✳✶✳✸
❛♥❞ ✽✳✶✳✹✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳
❲❡ str❡ss t❤❛t✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t P❛rt ■✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✷✳✶✮ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡✱ t❤❛t ✐s
❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ρ✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦s✱ ❡✳❣✳ ❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮✱ st✉❞② t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭✷✳✶✮ ❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
♥❡❛r ❛ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t
❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡ ✐s r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛s ✇❡ ❢✉rt❤❡r
❞✐s❝✉ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✸✳✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ▲✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦r
✷✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡
❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ♥❡✉r♦♥s ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦r ❣❛♣✲❥✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ s②♥❛♣t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
❡t❝✳✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②
tr❡❛t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ✭▼❛✐str❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❀ P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❚✉❦❤❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❚❛ss✱ ✷✵✵✸❜✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r N ∈ N≥1 ❝♦✉♣❧❡❞
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
z˙i = (iωi + ρ
2
i − |zi|2)zi +
N∑
j=1
κij(zj − zi), ∀i = 1, . . . , N,
✇❤❡r❡ κij ✱ i, j = 1, . . . , N ✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♦s❝✐❧❧❛t♦r j t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦r i✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ ω := [ωi]i=1,...,N ∈ RN ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ♣♦♦r❧② ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ κij ✱ i, j = 1, . . . , N ✱ t♦ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥ ♦✉r st✉❞②✳
❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ❧❛r❣❡ s✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ s❝❛❧❡✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥❡✉r♦♥s
♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡s✮ t❤❡ ♦♥❧② r❡❛❧✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ❉❇❙✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡❛r❜② t✐ss✉❡s
♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦r❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❉❇❙ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢
t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❆ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✭✷✳✶✮ t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
♦✉r s②st❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
y :=
N∑
j=1
αj❘❡(zj), ✭✷✳✷✮
✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ α := [αj ]j=1,...,N ∈ RN≥0 ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✬s r❡❝♦r❞✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ β := [βj ]j=1,...,N ∈
R
N ✱ ❛s t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥♣✉t ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛✐r
(α, β) t❤✉s ❞❡✜♥❡s t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✲r❡❣✐str❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ N ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❡♥ r❡❛❞s✿
z˙i = (iωi + ρ
2
i − |zi|2)zi +
N∑
j=1
κij(zj − zi) + βi
N∑
j=1
αj❘❡(zj), ✭✷✳✸✮
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ■♥ ✭❘♦s❡♥❜❧✉♠ ❛♥❞ P✐❦♦✈s❦②✱ ✷✵✵✹❛❀
❚✉❦❤❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt
♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞
♦♥❧② ♥❡❛r t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s st❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✭✷✳✸✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛♥❞
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥ ✭P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐t❤ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤
❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❖✉r ♣❛♣❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣②
❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦✉t♣✉t
❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ✭P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❜✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤
❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t ri > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭✷✳✸✮ s❛t✐s✜❡s |zi(t)| = ri✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ♠❛❞❡ ✐♥
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✭❆❝❡❜ró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀
❱❛♥ ❍❡♠♠❡♥ ❛♥❞ ❲r❡s③✐♥s❦✐✱ ✶✾✾✸❀ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹❀ ❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞
❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✱ ❛♥❞ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❢ ✭✷✳✶✮ t❤❛t
❧❡t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡rs✐st ✉♥❞❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❡✳❣✳ ✭❍♦♣♣❡♥st❡❛❞t
❛♥❞ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✶✾✾✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✸✮✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s ✇❡ r✐❣♦r♦✉s❧② s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✱
❣✐✈❡♥ ρi > 0✱ i = 1, . . . , N ✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ δh(ρ) > 0 ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ str❡♥❣t❤✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢
|(κ, β, α)| < δh, ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ κ := [κij ]ij=1,...,N ✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ❛r❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
|r(t)− ρ| < Ch|(κ, β, α)|, ∀t ≥ 0, ✭✷✳✺✮
❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t Ch = Ch(ρ)✳ ❚❤✉s✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ✭✷✳✺✮ s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ρ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❇② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✷✳✸✮✳ ❆ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✳ ❇② ❧❡tt✐♥❣ zi = rie
iθi ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ θi ∈ T 1
♦❢ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ t❤❛t z˙i = r˙ie
iθi + iriθ˙ie
iθi = iriθ˙ie
iθi ✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣
❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② rie
iθi ✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱ ✇❡ ❣❡t
❢r♦♠ ✭✷✳✸✮ t❤❛t
θ˙i = ωi +
N∑
j=1
κij
rj
ri
sin(θj − θi)− βi sin(θi)
N∑
j=1
αj
rj
ri
cos(θj).
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t② sin θi cos θj =
1
2 sin(θj+ θi)− 12 sin(θj− θi) t♦ ❞❡r✐✈❡
θ˙i = ωi +
N∑
j=1
(kij + γij) sin(θj − θi)−
N∑
j=1
γij sin(θj + θi), ✭✷✳✻✮
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡
k = [kij ]i,j=1,...,N :=
ï
κij
rj
ri
ò
i,j=1,...,N
∈ RN×N ✭✷✳✼✮
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞
γ = [γij ]i,j=1,...,N :=
ï
βi
2
αjrj
ri
ò
i,j=1,...,N
∈ RN×N ✭✷✳✽✮
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ Γ ∈ RN×N ✱ ❛s
Γ := [Γij ]i,j=1,...,N = [kij + γij ]i,j=1,...,N . ✭✷✳✾✮
❖✉r st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✷✳✻✮✱ ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ ❜②
θ˙i− θ˙j = ωi−ωj−
N∑
n=1
Ä
γin sin(θj+θi)+ γjn sin(θn+θi)
ä
+
N∑
n=1
Ä
Γin sin(θn−θi)−Γjn sin(θn−θj)
ä
.
✭✷✳✶✵✮
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✻✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s✱ ❜② ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ α✱ β
❛♥❞ κ✱ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ r❡❝♦r❞✐♥❣✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s γ ❜r❡❛❦s t❤❡ T 1 ✭✐✳❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❊q✳ ✭✽✮✮✮ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
❝❧❡❛r❡r ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥❡✇ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳
✷✳✸ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳ ❋r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❚◆ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛❝t✐✈✐t②✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✶✵✮✳
❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r ❉❇❙✮ ❢r♦♠
♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♦♥❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ {θ∗i }i=1,...,N ♦❢ ✭✷✳✻✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s
θ˙∗j (t)− θ˙∗i (t) = 0, ∀ i, j = 1, . . . , N, ∀t ≥ 0. ✭✷✳✶✶✮
❆ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✐❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ θ˙∗i (t) 6= 0✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧
i = 1, . . . , N ✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❤②t❤♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧✮ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t ✭♥♦♥ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧✮ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❛t ♦❢ ✏❋r❡q✉❡♥❝② ✭❍✉②❣❡♥s✮ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✧ ✭❋r❛❞❦♦✈✱ ✷✵✵✼✱
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭❑♦♣❡❧❧ ❛♥❞ ❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✷✵✵✷❀ ❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀
❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❆❝❡❜ró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀
❱❛♥ ❍❡♠♠❡♥ ❛♥❞ ❲r❡s③✐♥s❦✐✱ ✶✾✾✸❀ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❆ss✐s✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❀ ❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾❀ ❋r❛❞❦♦✈✱ ✷✵✵✼❀ P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶❀ ❑♦ ❛♥❞
❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✷✵✵✾✮✳ ■t ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ∆ := [∆ij ]i,j=1,...,N ✱
s✉❝❤ t❤❛t
θ∗j (t)− θ∗i (t) = ∆ij , ∀ i, j = 1, . . . , N, ∀t ≥ 0, ✭✷✳✶✷✮
♦r t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ω : R≥0 → R s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i = 1, . . . , N ✱
θ∗i (t) =
∫ t
0
Ω(s)ds+ θ∗i (0), ∀t ≥ 0, ✭✷✳✶✸✮
✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s θ˙∗i (t) = Ω(t) ❢♦r ❛❧❧
i = 1, . . . , N ✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ Ω(t) 6= 0 ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t ≥ 0✳
■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ T 1 s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t s✉❝❤ ❛s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ♠❡❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ν ∈ R ✐s
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❑✉r❛♠♦t♦ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇
✈❛r✐❛❜❧❡ θν(t)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② θi = (θν)i(t) + νt✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛
r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧
♣❤❛s❡✲s❤✐❢t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t θν ✐s r✉❧❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ ❛ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ✭❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮ ❢♦r t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✶✾✾✵✮ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛✉s✐✈❡❧②
❝♦✉♣❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠ ❜r♦✉❣❤t
❜② t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r❡❛❦s t❤❡ T 1 ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s
❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r
✺✮ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✷ ♦❢ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✿
θ˙1 = 1 + sin(θ1 + θ2) + sin(2θ1)
θ˙2 = 2 + 2 sin(θ1 + θ2) + 2 sin(2θ2),
t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ω1 = 1✱ ω2 = 2✱ Γ = 0✱ γ11 = γ12 = 1✱ γ21 = γ22 = 2✳ ❋♦r
θ1(0) = θ2(0) = π/12✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t θ˙1(t) = θ˙2(t) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✭✐♥❤✐❜✐t❡❞✮ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
max
i=1,...,N
|ωi| > max
i=1,...,N
N∑
j=1,j 6=i
|kij + γij |+ max
i=1,...,N
N∑
j=1
|γij |,
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✻✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts✳
✷✳✹ P❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
✷✳✹✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣
❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ♦♥ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ❋♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω ∈ RN ✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s k ∈ RN×N ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s γ ∈ RN×N ✱ s②st❡♠ ✭✷✳✻✮ ❛❞♠✐ts ♥♦
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✱ st❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥❡✉r♦♥❛❧
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❛❧❧
❡✈♦❧✈❡ ❛t t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ●❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ♦♥❧② t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s
♠❛② t❤✉s ♦❝❝✉r✿ ❡✐t❤❡r ♥♦ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦r ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s
❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐s
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✸✮ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱
✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✻✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✸✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ❡①t❡♥❞ t♦ ✭✷✳✸✮ ♦♥❧② ✐❢ k ❛♥❞ γ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ st❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ ✐ts ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿
✐t ❤♦❧❞s ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ✭✐♥❤✐❜✐t♦r②
s②♥❛♣s❡s✮✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ αj ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ♦♥
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② βj ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡✈❡♥t ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏♣r❛❝t✐❝❛❧✑ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥❡❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ♦♥❡✱ ❜✉t
✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✇❤✐❝❤✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ st❛② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙❚◆ ✇♦✉❧❞ ❛♥②✇❛② ❧❡❛❞ t♦ tr❡♠♦r✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤✐s
✷❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡r ♦❢ t❤❡ ❈❉❈ ✷✵✶✵ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❛r❡ ✈❡r② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❤✐♠ ❢♦r t❤✐s s✉❣❣❡st✐♦♥✳
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❛② ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❡✉r♦♥❛❧
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❢✉❧❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❢✉❧❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠
✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❡t✉♣✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ◆❂✷✵ ❝♦✉♣❧❡❞
▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭✷✳✸✮✳ ❚❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ✐s ρi = 10 ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❉❡✜♥✐♥❣
randn×m ⊂ Rn×m ❛s t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s
k = 12K0R✱ ✇❤❡r❡ K0 ∈ R ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ R ∈ randN×N ✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
K0 ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✭✷✳✷✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s α = randN×1✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✭s❡❡
✭✷✳✸✮✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s β = β˜B✱ ✇✐t❤ B ∈ randN×1✱ ✇❤❡r❡ β˜ ∈ R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✳ ❚❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ❢♦r α ❛♥❞ β ❞❡✜♥❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣r❡❝✐s❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[ωmin, ωmin + 3π] ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ωmin ✐s ❡✐t❤❡r 0.2π ♦r 2π✳
❲❡ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s r∞ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱
✶✾✽✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤❛s❡ ψ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s
r∞(t)eiψ(t) :=
1
N
N∑
i=1
eiθi(t), ∀t ≥ 0. ✭✷✳✶✹✮
❚❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t = 3✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❛✮✱ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ β˜ = −K0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♥❛t✲
✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡✱ ✐✳❡✳ ωmin = 2π✱ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❞✉❝❡s ❢✉❧❧✲❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t θi−θj = θi−ψ−(θj−ψ)✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ t❤❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❜✮
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦st ♣❛✐rs ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❛t t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧
❝❧✉st❡rs ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❉❡ ❙♠❡t✱ ✷✵✶✵❀ ❉❡ ❙♠❡t ❛♥❞ ❆❡②❡❧s✱ ✷✵✵✾✮✱ t❡♥❞
t♦ ❣r♦✇ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❞r✐❢t✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✸ ✭❝❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✻ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❜✮✱ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s r∞ ✐s ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ ❛♥ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳ ωmin = 0.2π✱ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❜❧♦❝❦s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❛✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐✲
❜✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❞❡❛t❤✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✶✾✾✵✮✱
✇❤❡♥ ❛❧s♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ❛♥❞
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❜✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s r❡♠❛✐♥s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✳
❚❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ❤♦✇❡✈❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ✐❢ ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ β˜ = −0.5K0
✐s ✉s❡❞ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❡①❤✐❜✐t s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s st❛t❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠
✸❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ R r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ T 1
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡
r∞(t) :=
∣∣∣∣∣∣ 1N
N∑
i=1
eiθi(t)
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1N eiθ1(t)
(
1 +
N∑
i=2
e∆i1
)∣∣∣∣∣∣ ≡
∣∣∣∣∣∣1 +
N∑
i=2
e∆i1
∣∣∣∣∣∣ , ✭✷✳✶✺✮
t❤❛t ✐s r∞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♥❡✐t❤❡r s♠❛❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✭❜✮✮ ♥♦r ❧❛r❣❡
✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❜✮✮ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▲❛r❣❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
✷✳✹✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛s ▲❡♠♠❛s ✷✳✸
❛♥❞ ✷✳✹✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛s t❤❡② ✉♥❞❡r❧✐♥❡ s♦♠❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ♣❡r♠✐t t♦ ❣✐✈❡ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✸ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ s♦❧✈✐♥❣
❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω✳ ■ts ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳
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1
Time
θ i−
ψ
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
0.1
0.2
0.3
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0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
Time
r ∞
4.5 5 5.5 6
0.925
0.93
0.935
0.94
0.945
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✿ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ∗(0) ∈ TN ✱ ❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω ∈ RN ✱ ❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s k ∈ RN×N ✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s γ ∈ RN×N ✱ ✐❢ s②st❡♠ ✭✷✳✻✮ ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ∗(0) ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✶✷✮✲✭✷✳✶✸✮✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i < j ≤ N ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
ωj − ωi +
N∑
h=1
î
(kjh + γjh) sin(∆jh)− (kih + γih) sin(∆ih)
ó
= 0,✭✷✳✶✻❛✮
N∑
h=1
ñ
γjh sin
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+∆jh + 2θ
∗
j (0)
å
−γih sin
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+∆ih + 2θ
∗
i (0)
åô
= 0.✭✷✳✶✻❜✮
❲❤✐❧❡ t❤✐s ❢❛❝t ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ✐♥♣✉ts ✭✐✳❡✳ γ = 0✮✱ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✻❛✮
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ω ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① Γ = k + γ✳ ■t ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ✭❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ❢♦r ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✻❜✮ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■t tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ✐❢
t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ γ ✐s ③❡r♦✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω ✐s ♥♦t ③❡r♦ t❤❡♥ ✭✷✳✶✻❜✮ ❛❞♠✐ts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② γ 6= 0✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❜❡❝♦♠❡s
❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦ ♥❡✉r♦♥s✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳ ❋♦r ◆❂✷✱❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻❜✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ω1 6= ω2✱
γij = 1 ❛♥❞ kij = 2 ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ {1, 2}✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✷✳✶✷✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✻❜✮ r❡❛❞s
sin
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+ 2θ∗2(0)
å
− sin
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+ 2θ∗2(0) + 2∆21
å
= 0,
♦r✱ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t② sin a− sin b = 2 cos
Ä
a+b
2
ä
sin
Ä
a−b
2
ä
✱
2 cos
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+ 2θ∗2(0) + ∆21
å
sin(∆12) = 0,
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✭✷✳✶✷✮ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ∆21 = −∆12✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✭✷✳✶✻❛✮ r❡❛❞s
ω1−ω2 = 2 sin(∆21)✳ ❙✐♥❝❡ ω1 6= ω2✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s t❤❛t ∆21 6∈ {0, π}✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✭✷✳✶✻❜✮
❛❞♠✐ts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② Ω ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✭✷✳✻✮
❛❞♠✐ts ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✭✷✳✶✻✮ ❛❞♠✐ts
❛ s♦❧✉t✐♦♥ (∆,Ω)✱ t❤❡♥ ∆ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞✧ ♣❛rt ✭✷✳✶✻❛✮ ♦❢ t❤✐s ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ st❛t❡s t❤❛t✱ ❛r♦✉♥❞ ❛❧♠♦st ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✻❛✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
t❤❛t ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ∆ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Γ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛✱
♠♦st❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r②
✭❇✐❧❧✐♥❣s❧❡②✱ ✶✾✾✺✮✱ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t N ⊂ RN × RN×N ✱ ❛♥❞ ❛ s❡t N0 ⊂ N s❛t✐❢②✐♥❣ µ(N0) = 0✱
s✉❝❤ t❤❛t ✭✷✳✶✻❛✮ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω∗ ∈ RN ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Γ∗ :=
k∗ + γ∗ ∈ RN×N ❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ∆∗ ∈ RN×N ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (ω∗,Γ∗) ∈ N ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r
❛❧❧ (ω∗,Γ∗) ∈ N \N0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ (ω∗,Γ∗)✱ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ W ♦❢ ∆∗✱ ❛♥❞
❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : U → W ✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ (ω,Γ) ∈ U ✱
Ä
ω, Γ, ∆ := f(ω,Γ)
ä
✐s t❤❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✻❛✮ ✐♥ U ×W ✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❑✉✲
r❛♠♦t♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❢♦r
❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳
❲❡ ❝❧♦s❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② str❡ss✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❣❡♥❡r✐❝ ♥❛t✉r❡✳
❙♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❢❛❝t✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧✲
t♦✲❛❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡r✈❡s ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛❦❡ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ✭❖s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❞❡s♣✐t❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
s②st❡♠ ✭✷✳✻✮ ✇✐t❤ ωi = ωj✱ kij = k ❛♥❞ γij = γ 6= −k ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❑✉r❛♠♦t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❝❢✳ ❡✳❣✳ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹❀ ❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❙❛r❧❡tt❡✱
✷✵✵✾❀ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✻❛✮ t❤❡♥ r❡❛❞s✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ 1 < j ≤ N ✱
N∑
h=1
(k + γ)
Ä
sin(∆jh)− sin(∆ih)
ä
= 0.
❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ∆ij = 0 ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ 1 < j ≤ N ✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✷✳✶✷✮✱ t❤✐s ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ θ0 ∈ T 1 s✉❝❤ t❤❛t θ∗i (0) = θ0✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✻❜✮ t❤❡♥ r❡❛❞s
γ
N∑
h=1
ñ
sin
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+ θ0
å
− sin
Ç
2
∫ t
0
Ω(s)ds+ θ0)
åô
= 0,
✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ t❤✉s ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
✷✳✺ ▼❛✐♥ ♣r♦♦❢s
✷✳✺✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸
❋r♦♠ ✭✷✳✶✷✮✲✭✷✳✶✸✮✱ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✷✳✻✮ s❛t✐s❢②✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱
θ∗j (t) + θ
∗
i (t) = θ
∗
j (t)− θ∗i (t) + 2θ∗i (t)
= 2ΛΩ(t) + ∆ij + 2θ
∗
i (0), ✭✷✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ΛΩ(t) :=
∫ t
0 Ω(s)ds✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✷✮✲✭✷✳✶✸✮✱ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧ ✐❢ i = j ❛♥❞ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ✭✷✳✶✻✮ ♦♥ i ❛♥❞ j✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ i = i∗ ❛♥❞ j = j∗ ❣✐✈❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ❢♦r
i = j∗ ❛♥❞ j = i∗✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
ωj − ωi +
N∑
h=1
[(kjh + γjh) sin(∆jh)− (kih + γih) sin(∆ih)]
−
N∑
h=1
[
γjh sin
Ä
2ΛΩ(t) + ∆jh + 2θ
∗
j (0)
ä
− γih sin (2ΛΩ(t) + ∆ih + 2θ∗i (0))
]
= 0. ✭✷✳✶✽✮
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ 1 ≤ i < j ≤ N ✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ∆ ❛♥❞ Ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❛t ✐s t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts {cij}i,j=1,...,N,i<j s✉❝❤ t❤❛t
ωj − ωi +
N∑
h=1
[(kjh+γjh) sin(∆jh)−(kih + γih) sin(∆ih)]=cij . ✭✷✳✶✾✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ t❤❡♥ r❡❛❞s
N∑
h=1
[
γjh sin
Ä
2ΛΩ(t) + ∆jh + 2θ
∗
j (0)
ä
− γih sin (2ΛΩ(t) + ∆ih + 2θ∗i (0))
]
= cij , ✭✷✳✷✵✮
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ 1 ≤ i < j ≤ N ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
♠✉st ❡①✐st ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✵✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ∆✱ Ω ❛♥❞ c :=
{cij}i,j=1,...,N,i<j ✳ ❇② t✐♠❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✷✳✷✵✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ 1 ≤ i < j ≤ N ✱
2Ω(t)
N∑
h=1
[
γjh cos
Ä
2ΛΩ(t) + ∆jh + 2θ
∗
j (0)
ä
− γih cos (2ΛΩ(t) + ∆ih + 2θ∗i (0))
]
= 0. ✭✷✳✷✶✮
❙✐♥❝❡ Ω ✐s ❛ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (t, t)✱ 0 ≤
t < t✱ s✉❝❤ t❤❛t Ω(t) 6= 0 ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t)✳ ❍❡♥❝❡ ✭✷✳✷✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
N∑
h=1
[
γjh cos
Ä
2ΛΩ(t) + ∆jh + 2θ
∗
j (0)
ä
− γih cos (2ΛΩ(t) + ∆ih + 2θ∗i (0))
]
= 0, ✭✷✳✷✷✮
❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t)✳ ❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✷✳✷✷✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥
t❤❛t Ω(t) 6= 0 ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t)✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t ✭✷✳✷✵✮ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t)✱ ❛♥❞ ❢♦r
❛❧❧ 1 ≤ i < j ≤ N ✳ cij ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ cij = 0✱ ❢♦r ❛❧❧
1 ≤ i < j ≤ N ✳ 
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❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❞❡✜♥❡ yi := ∆iN ✱ i = 1, . . . , N − 1✱ ❛♥❞ y := [yi]i=1,...,N−1✳ ❙✐♥❝❡ ✐t
❤♦❧❞s t❤❛t ∆mn = yn − ym✱ ❢♦r ❛❧❧ m,n = 1, . . . , N ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
✭✷✳✶✻❛✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ y✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ s✐♥❝❡ θ˙n − θ˙m = θ˙n − θ˙N − (θ˙m − θ˙N )✱
✐t s✉✣❝❡s t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✳✶✻❛✮✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞❡①
(i, N)✱ i = 1, . . . , N − 1✳ ❋♦r t❤❡ ✈❡❝t♦rs y✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✉✣① ∗ ✇❤❡♥ ✐t r❡❢❡rs t♦ ∆∗✳ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦r
i = 1, . . . , N − 1✱
Fi(ω,Γ, y) := ωN − ωi −
N−1∑
h=1
î
Γih sin(yh − yi)− ΓNh sin yh
ó
− ΓiN sin yi. ✭✷✳✷✸✮
❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✳✶✻❛✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞❡① (i, N)✱ i = 1, . . . , N−1✱
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
F (ω,Γ, y) = 0. ✭✷✳✷✹✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ✭✷✳✷✹✮✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ y = f(Γ, ω) t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
J(Γ, y) :=
ñ
∂Fi
∂yj
(Γ, y)
ô
i,j=1,...,N−1
, ✭✷✳✷✺✮
❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✷✳✷✹✮✳ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦r y ∈ RN−1✱
S(y) := {Γ ∈ RN×N : ❞❡t J(Γ, y) = 0}. ✭✷✳✷✻✮
❙✐♥❝❡ ❞❡t J(Γ, y) ✐s ❛ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ❢♦r
y = 0 ❛♥❞ Γij = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N✮✱ ✐t ✐s ③❡r♦ ♦♥❧② ♦♥ s❡ts ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ✭❑r❛♥t③ ❛♥❞
P❛r❦s✱ ✷✵✵✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r µ(S(y)) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ RN−1✳ ▲❡t t❤❡ s❡ts N ❛♥❞ N0
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
N :=
¶
(ω,Γ) ∈ RN × RN×N : ∃y ∈ RN−1 : F (ω,Γ, y) = 0
©
✭✷✳✷✼✮
❛♥❞
N0 :=
¶
(ω,Γ) ∈ RN × RN×N ∃y ∈ RN−1 : F (ω,Γ, y) = 0,Γ ∈ S(y)
©
, ✭✷✳✷✽✮
t❤❛t ✐s N ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛❞♠✐t
❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✶✻❛✮✱ ❛♥❞ N0 ❛❧❧ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
t❤❛t ❛❞♠✐t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✶✻❛✮ s✉❝❤ t❤❛t ✭✷✳✷✺✮ ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❧❛✐♠✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✻✳✶✱ s❤♦✇s t❤❛t N0 ✐s ♦❢ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳
❈❧❛✐♠ ✷✳✺✳ ▲❡t N0 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✷✽✮✳ ❚❤❡♥ µ(N0) = 0✳
❚❤❡ ❧❡♠♠❛ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ♣♦✐♥t
(ω∗,Γ∗) ∈ N \ N0✱ s✐♥❝❡ Γ∗ 6∈ S(y∗)✱ t❤❡ ♠❛tr✐① J(Γ∗, y∗)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✺✮✱ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s U ❛♥❞ W ✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻✱
❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✾✮✳ 
✷✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱ ♦✉t ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✻✮ ❛❞♠✐ts ♥♦
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① k✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Γ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣❛✐♥ γ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ k = Γ− γ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✜① Γ ❛♥❞ γ✱ ❛♥❞ s❡t
k ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❋♦r ❛❧❧ ω ∈ R✱ ❧❡t
M0(ω) := {Γ ∈ RN×N : (ω,Γ) ∈ N0} ✭✷✳✷✾✮
✇❤❡r❡ N0 ⊂ RN × RN×N ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ ❛♥❞ ❤❛s ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡
♠❡❛s✉r❡✳ ▲❡t
S0 := {ω ∈ RN : µ(M0(ω)) > 0}. ✭✷✳✸✵✮
■❢ µ(S0) > 0✱ t❤❡♥ µ(N0) =
∫
S0 µ(M0(ω))dω > 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳ ❍❡♥❝❡
µ(S0) = 0✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ω ∈ RN \ S0 ❛♥❞ ❛♥② Γ ∈ RN×N \ M0(ω)✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✇❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s✱ t❤✐s
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦r ω ❛♥❞ Γ ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t (ω,Γ) /∈ N0✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ∗(0)✱ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ θ∗ ✐s t❤❛t (ω,Γ,∆) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✻❛✮✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✱
(ω,Γ) ∈ N ✳ ❙✐♥❝❡ (ω,Γ) ∈ N \ N0✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆
♦❢ θ∗ ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ∆ = f(ω,Γ)✱ ❢♦r s♦♠❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥
f : RN × RN×N → RN×N ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ∆ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ γ✳ ❈♦♥s✐❞❡r
♥♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✷✳✶✻❜✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s (1, 2)✿
N∑
i=1
î
γ1i sin(ΛΩ(t) + ∆1i + 2θ
∗
1(0))−γ2i sin(ΛΩ(t) + ∆2i + 2θ∗2(0))
ó
= 0, ∀t ≥ 0, ✭✷✳✸✶✮
✇❤❡r❡ ΛΩ(t) := 2
∫ t
0 Ω(s)ds✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b
❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣
Σ1 :=
N∑
i=1
γ1i cos(∆1i + 2θ
∗
1(0))− γ2i cos(∆2i + 2θ∗2(0))
Σ2 :=
N∑
i=1
γ1i sin(∆1i + 2θ
∗
1(0))− γ2i sin(∆2i + 2θ∗2(0)),
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮ r❡❛❞s Σ1 sinΛΩ(t)−Σ2 cosΛΩ(t) = 0✳ ❙✐♥❝❡ sinΛΩ(0) = 0 ❛♥❞ cosΛΩ(0) = 1✱
Σ2 ❤❛s t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ θ
∗ ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t > 0
s✉❝❤ t❤❛t sinΛΩ(t) 6= 0✳ ❍❡♥❝❡✱ Σ1 = 0 ❛s ✇❡❧❧✳ ❉❡✜♥❡ b1, b2 ∈ R2N ❛s
b1(∆) : =
î
[cos(∆1i + 2θ
∗
1(0))]
T
i=1,...,N , −[cos(∆2i + 2θ∗2(0))]Ti=1,...,N
óT
,
b2(∆) : =
î
[sin(∆1i + 2θ
∗
1(0))]
T
i=1,...,N , −[sin(∆2i + 2θ∗2(0))]Ti=1,...,N
óT
.
◆♦t❡ t❤❛t b1 ❛♥❞ b2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ∆ = f(ω,Γ) ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞♦
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ γ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ γ˜ :=
Ä
[γ2i]
T
i=1,...,N , [γ1i]
T
i=1,...,N
äT ∈ R2N ✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
Σ1 = Σ2 = 0 ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s γ˜
T b1 = γ˜
T b2 = 0 ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
γ˜ ∈ b1(f(ω,Γ))⊥ ∩ b2(f(ω,Γ))⊥. ✭✷✳✸✷✮
▲❡t
L0(ω,Γ) := b1(f(ω,Γ))⊥ ∩ b2(f(ω,Γ))⊥ ⊂ R2N . ✭✷✳✸✸✮
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t b1, b2 ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❜♦t❤ ③❡r♦✱ µ(L0(ω,Γ)) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ω,Γ ∈ R× RN×N ✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣
✭✷✳✸✷✮✱ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ RN \ S0✱ ❢♦r ❛❧❧ Γ ∈ RN×N \ M0(ω)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ γ ∈ RN×N \ L0(ω,Γ)✱
s②st❡♠ ✭✷✳✻✮ ❛❞♠✐ts ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ M0,S0✱ ❛♥❞ L0 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✷✳✷✾✮✱✭✷✳✸✵✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✸✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s
♣r♦✈❡❞ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ω ∈ R \ S0✱ ❢♦r ❛♥② Γ ∈ RN×N \M0(ω)✱ t❤❡ s❡t {γ ∈ RN×N :
γ = Γ − k, k ∈ RN×N} = RN×N , t❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② Γ ∈ RN×N \ M0(ω)✱ γ 6∈ L0(ω,Γ) ❢♦r
❛❧♠♦st ❛❧❧ k✳ 
✷✳✻ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s
✷✳✻✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✷✳✺
❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ t✇♦ s❡ts E ❛♥❞ G
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s E := RN×N ×RN−1 ❛♥❞ G := RN−1×RN×N ✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐❢ A ⊂ Rn✱
µ(A) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ A ✐♥ Rn✳
●✐✈❡♥ ω ∈ RN ✱ ❧❡t ωˆi := ωi − ωN ✱ i = 1, . . . , N − 1✱ ❛♥❞
ωˆ := [ωˆi]i=1,...,N−1. ✭✷✳✸✹✮
❚❤❡ s❡t N ❛♥❞ N0✱ ❞❡✜♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ✭✷✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✽✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
ωˆ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t✱ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ RN ✱ ❛❧❧ Γ ∈ RN×N ✱ ❛♥❞ ❛❧❧ y ∈ RN−1✱
Fˆi(ωˆi,Γ, y) :=
N−1∑
h=1
[Γih sin(yh − yi)− ΓNh sin yh]− sin yi − ωˆi, i = 1, . . . , N − 1,
❛♥❞ ❞❡✜♥❡
Fˆ (ωˆ,Γ, y) :=
î
Fˆi(ωˆ,Γ, y)
ó
i=1,...,N
. ✭✷✳✸✺✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs (ωˆ,Γ) t❤❛t ❛❞♠✐t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ y t♦ Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0 ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
Σ := {(ωˆ,Γ) ∈ G : ∃y ∈ RN−1 : Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0}, ✭✷✳✸✻✮
❛♥❞ ❧❡t t❤❡ s✉❜s❡t Σ0 ⊂ Σ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Σ0 := {(ωˆ,Γ) ∈ G : ∃y ∈ RN−1 : Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0, Γ ∈ S(y)}, ✭✷✳✸✼✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ y ∈ RN−1✱ t❤❡ s❡t S(y) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✻✮✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡ts
Σ ❛♥❞ Σ0 ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡ts N ❛♥❞ N0✳
❙t❡♣ ✶✿❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡t N ❛♥❞ N0✱ ❞❡✜♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② ✭✷✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✽✮✱ ❛r❡ t❤❡
✐♠❛❣❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Σ× R ❛♥❞ Σ0 × R ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢
µ(Σ0) = 0✱ t❤❡♥ µ(N0) = 0✳
●✐✈❡♥ ωˆ ∈ RN−1✱ ❧❡t
Iωˆ := {ω ∈ RN : ωi = ωˆi + ωN . i = 1, . . . , N − 1, ωN ∈ R}. ✭✷✳✸✽✮
▲❡t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ M : RN → RN ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Mx :=
ñ
IN −
ñ
1N−1
0
ô
[0, . . . , 0, 1]
ô
x, ∀x ∈ RN .
◆♦t❡ t❤❛t M ❤❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1✳ ❚❤❡ s❡t ωˆ × R ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡t Iωˆ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛♣ M ✱ t❤❛t ✐s
ωˆ × R = M(Iωˆ). ✭✷✳✸✾✮
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✷✳✷✸✮✱✭✷✳✸✹✮✱✭✷✳✸✺✮✱✭✷✳✸✽✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Fˆ (ωˆ,Γ, y) = F (ω,Γ, y)✱ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ Iωˆ✳
❍❡♥❝❡✱
F (ω,Γ, y) = 0 ⇒ Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0, ✭✷✳✹✵✮
❛♥❞
Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0 ⇒ F (ω,Γ, y) = 0, ∀ω ∈ Iωˆ. ✭✷✳✹✶✮
❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐❢ ωˆ ∈ Σ✱ t❤❡♥ Iωˆ ⊂ N ✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✾✮✱ Iωˆ = M−1(ωˆ×R) t❤✐s
❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ωˆ ∈ Σ✱ M−1(ωˆ × R) ⊂ N ✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t
M−1(Σ× R) ⊂ N .
❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ω ∈ N ✱ ✭✷✳✹✵✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ωˆ ∈ Σ✳ ■t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ω ∈ N ✱ ωˆ × R ⊂ Σ × R✱ t❤❛t ✐s✱ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✾✮✱ M(Iωˆ) ⊂ Σ × R✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ω ∈ Iωˆ✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ N ✱ M(ω) ∈ Σ× R✱ t❤❛t ✐s
M(N ) ⊂ Σ× R,
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❙t❡♣ ✶ ❢♦r N ✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦r N0 ❢♦❧❧♦✇s s✐♠✐❧❛r❧②✳
❚♦ s❤♦✇ t❤❛t µ(N0) = 0 ✇❤❡♥❡✈❡r µ(Σ0) = 0✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t
✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1 ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s {Ii}i∈N✱
s✉❝❤ t❤❛t
⋃
i∈N Ii = R✱ Σ0 × R ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ✉♥✐♦♥ Σ0 × R =
⋃
i∈NΣ0 × Ii✳
❚❤✉s✱ s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✱ µ(Σ0 × Ii) = µ(Σ0)µ(Ii) ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭❇✐❧❧✐♥❣s❧❡②✱ ✶✾✾✺✱ ❙❡❝t✐♦♥
✶✷✮✮✱ ✐❢ µ(Σ0) = 0✱ t❤❡♥ µ(Σ0 × Ii) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ µ(Σ0) = 0✱ t❤❡♥ N0 ✐s t❤❡
✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡ts ♦❢ ③❡r♦
▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ♦❢ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❙t❡♣ ✶✳
❇❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❡t E0 ❜❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s Γ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s y s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ F ✐s s✐♥❣✉❧❛r✱ t❤❛t ✐s
E0 := {(Γ, y) ∈ E : Γ ∈ S(y)}, ✭✷✳✹✷✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ RN−1✱ t❤❡ s❡t S(y) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✻✮✳
▲❡t F ✱ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡t (ωˆ,Γ, y) t❤❛t ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ F = 0✱ t❤❛t ✐s
F := {(ωˆ,Γ, y) ∈ G × RN−1 : Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0}, ✭✷✳✹✸✮
❛♥❞ F0 t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡t (ωˆ,Γ, y) t❤❛t ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ F = 0✱ ❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ F ✐s s✐♥❣✉❧❛r✱ t❤❛t ✐s
F0 := {(ωˆ,Γ, y) ∈ G × RN−1 : Fˆ (ωˆ,Γ, y) = 0,Γ ∈ S(y)}, ✭✷✳✹✹✮
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ s❤♦✇s t❤❛t Σ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ E t❤r♦✉❣❤ ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣ T ✱ ❛♥❞ t❤❛t Σ0 ✐s
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ E0 t❤r♦✉❣❤ T ✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ Σ0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ E0✳
❙t❡♣ ✷✿❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣ T : E → G✱ s✉❝❤ t❤❛t Σ = T (E)✱ ❛♥❞ Σ0 = T (E0)✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t F ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✸✮✳ ❙✐♥❝❡ ∂Fˆi∂ωˆj = δij ✱ ✇❤❡r❡ δij ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦❡♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✱
✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✽✮ t❤❛t F ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥
N − 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r F ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥
g := −F (0, ·, ·) : E → RN−1,
❛s
F = {(ωˆ,Γ, y) ∈ G × RN−1 : ωˆ = g(Γ, y)}.
❙✐♠✐❧❛r❧② F0 = {(ωˆ,Γ, y) ∈ G × RN−1 : (Γ, y) ∈ E0, ωˆ = g(Γ, y)}✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ F ❛r❡
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ E t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♠♦♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❧✐❢t✮ L : E → G ×RN−1✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
L(Γ, y) := (g(Γ, y),Γ, y).
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Σ t❤❛t Σ = PGF ❛♥❞ Σ0 = PGF0✱ ✇❤❡r❡ PG
✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ G × RN−1 ♦♥ G✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② PG(ωˆ,Γ, y) = (ωˆ,Γ)✳
❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ T := PG ◦ L : E → G✱ ❛s
T (Γ, y) = (g(Γ, y), Γ), ∀(Γ, y) ∈ E
✭s❡❡ ❛❧s♦ ✜❣✳ ✷✳✼✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ Σ = T (E)✱ ❛♥❞ Σ0 = T (E0)✳
❙t❡♣ ✸✿❚❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ Σ0 ✐s ③❡r♦✳
❙✐♥❝❡ E0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ µ(E0) = 0✳ ❙✐♥❝❡ Σ0 ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤
❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣ T : E → G ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ✭❝❢✳ ❙t❡♣ ✷✮✱ Σ0 ❤❛s ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ✭▲❡❡✱
✷✵✵✻✱ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✷✮✳
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❙t❡♣ ✶ ❛♥❞ ❙t❡♣ ✸ 
y
Γ
ωˆ
E
L
PG
G
Σ
T
Σ0
F0
E0
F
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤ ♠❛♣ T : E → G✳
❈❤❛♣t❡r ✸
P❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s
✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶
✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛r❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
♥♦t ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞✱ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❡✐t❤❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱
❛♥❞ t❤✉s st✐❧❧ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♠❛♥♥❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ Pr❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳
❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✏♣r❛❝t✐❝❛❧✧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♠♣♦s❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ r♦❜✉st♥❡ss
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❡♥❡r❛❧ t✐♠❡✲
✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✱ t❤✉s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ r❡❧②
♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧
r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹✮✳
❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡❛s✐❡r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❆❝❡❜ró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✈❡②✮✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ✭❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s✐t❡
✭P②r❛❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥♣✉ts ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭❉❛♥✐❡❧s✱ ✷✵✵✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
♦❢ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✭❈✉♠✐♥ ❛♥❞ ❯♥s✇♦rt❤✱ ✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡s
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❡①❤✐❜✐ts
s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
✭❱❛♥ ❍❡♠♠❡♥ ❛♥❞ ❲r❡s③✐♥s❦✐✱ ✶✾✾✸✮ ❢♦r ❛♥ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
st✉❞② ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❡♣❡♥❡❞✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛s st✐❧❧
♥♦t ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✮ t❤❛t ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜❧❡
✭■❙❙✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ✭❙♦♥t❛❣✱ ✶✾✽✾✱ ✷✵✵✻❛✮✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t♦t❛❧ st❛✲
❜✐❧✐t② ✭▼❛❧❦✐♥✱ ✶✾✺✽✮✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ s②st❡♠ ✐s ■❙❙ ✐❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts ✐s s♦♠❡✇❤❛t
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚♦t❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ❧♦❝❛❧ ■❙❙✱ ✐♠♣♦s❡s t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥❧② ❢♦r
s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✻✳✸✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ■❙❙✲▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❜✉✐❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞✳ ■t ❛♣♣❧✐❡s t♦
❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t♦ ❛♥② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
st❛t❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝✲
t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✬ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡
t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻✮✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞
✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ s♦♠❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮
t♦ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❛s❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ■❙❙ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[−π2 , π2 ]✱
❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞
❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❧❧♦✇s ❢♦r
❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❤❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r♦❜✉st
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ t❤r♦✉❣❤
▲❡♠♠❛s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥❡✉r♦♥s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✭✷✳✻✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ✭t♦t❛❧ st❛❜✐❧✐t②✮ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❲❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡
t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ❛ss✉r✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺
✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s
t❤❡ r♦❜✉st ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳
✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❲❡ st❛rt ❜② s❧✐❣❤t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ s②st❡♠ ✭✷✳✻✮ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❣❡♥❡r❛❧ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿
θ˙i(t) = ̟i(t) +
N∑
j=1
k˜ij sin(θj(t)− θi(t)), ✭✸✳✶✮
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡ ̟i : R → R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱
❛♥❞ k˜ = [k˜ij ]i,j=1,...,N ∈ RN×N≥0 ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❧②
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠✐♥♦r✐t❛r② ❛♥❞
❛r❡ tr❛t❡❞ ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✮
❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✭t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣❛✐♥s✱ ❡t❝✳✮✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s ❝❧❡❛r❧②✱ ❧❡t ωi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✭❝♦♥st❛♥t✮ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡
❛❣❡♥t i✱ ❧❡t pi r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧❡t εij ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛✐♥ k˜ij ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t pi, εij : R≥0 → R ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ i, j = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r ❜② ✭✸✳✶✮ ❜② ❧❡tt✐♥❣✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧
i = 1, . . . , N ✱
̟i(t) = ωi+pi(t)+
N∑
j=1
εij(t) sin(θj(t)−θi(t))+
N∑
j=1
î
γij sin(θj(t)−θi(t))−γij sin(θj(t)+θi(t))
ó
,
✭✸✳✷✮
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ✭✸✳✶✮✶✳ ■♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✶✵✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s
✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞r✐❢t
ω ♦❢ ✭✸✳✶✮ ❛s
ω(t) =
1
N
N∑
j=1
̟j(t), ∀t ≥ 0 ✭✸✳✸✮
❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥♣✉t ❛s ω˜ := [ω˜i]i=1,...,N ✱ ✇❤❡r❡
ω˜i(t) := ̟i(t)− ω(t), ∀i = 1, . . . , N, ∀t ≥ 0. ✭✸✳✹✮
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ̟i−̟j = ω˜i− ω˜j ✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s r✉❧❡❞ ❜②
✭✸✳✶✮ t❤❡♥ r❡❛❞s
θ˙i(t)− θ˙j(t) = ω˜i(t)− ω˜j(t) +
N∑
h=1
k˜ih sin(θh(t)− θi(t))−
N∑
h=1
k˜jh sin(θh(t)− θj(t)), ✭✸✳✺✮
❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ t ≥ 0✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦
❝♦♠♠♦♥ ❞r✐❢ts✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣
✶❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ✭✸✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✭✸✳✶✮ ✐s ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❛♥❞ t❤✉s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❛♥❞ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✮✳
✭♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♦r ♥♦t✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✉s❡ θ˜ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
θ˜ := [θi − θj ]i,j=1,...,N,i 6=j ∈ T (N−1)2 . ✭✸✳✻✮
✸✳✷ ❘♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❑✉r❛♠♦t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✐✳❡✳ ω˜ ≡ 0✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✸✳✺✮
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ s♦♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✮
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ s♦♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♦♠❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s k✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ 0✲❛s②♠♣t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✭✵✲
❆❙✮ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✺✮ ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① k˜ ∈ RN×N≥0 ✱ ❧❡t Ok˜ ⊂ T (N−1)
2
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✭✐✳❡✳ ω˜ ≡ 0✮ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
✭✸✳✺✮✳ ❆ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ θ∗ ♦❢ ✭✸✳✶✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ 0✲❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ st❛t❡ θ˜∗ :=
î
θ∗i − θ∗j
ó
i,j=1,...,N,i 6=j ∈ T (N−1)
2
❜❡❧♦♥❣s t♦ Ok˜✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
✐♥♣✉ts✱ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✲❆❙ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✸✳✶✮ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✭❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❡t Ok˜ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② t❤♦s❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ■♥♣✉t✲t♦✲❙t❛t❡ ❙t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ✭❙♦♥t❛❣ ❛♥❞
❲❛♥❣✱ ✶✾✾✻✮✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❚♦t❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t② ✭▼❛❧❦✐♥✱ ✶✾✺✽❀ ▲♦rí❛ ❛♥❞ P❛♥t❡❧❡②✱ ✷✵✵✺✮✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✭♥♦♥ 0✲❆❙✮ st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ♥♦♥✲r♦❜✉st ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ N > 2 ❛♥❞ ❧❡t k˜12 = k˜21 > 0✱ ❛♥❞ k˜ij = 0 ❢♦r ❛❧❧
(i, j) ∈ N≤N × N≤N \ {(1, 2), (2, 1)}✱ t❤❛t ✐s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs 1 ❛♥❞ 2 ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣❛✐♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✳ ❲❤❡♥ ω˜ = 0✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✺✮ r❡❛❞s
θ˙i − θ˙j = 0,
❢♦r ❛❧❧ (i, j) ∈ N≤N × N≤N \ {(1, 2), (2, 1)}✱ ❛♥❞
θ˙1 − θ˙2 = −2k˜12 sin(θ1 − θ2).
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ θ1(t) − θ2(t) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ ❛♥❞ θi(t) − θj(t) =
θi(0)−θj(0)✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ (i, j) ∈ N≤N×N≤N \{(1, 2), (2, 1)} ❛r❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥
❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥② ✭❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✮ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉ts
ω˜l 6= 0 t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t l ∈ N≤N \ {1, 2}✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱
s✐♥❝❡ θ˙l− θ˙i ≡ ω˜l ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N, i 6= l✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡t Ok˜ ✐s ❡♠♣t② ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭✭❙♦♥t❛❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✻✮✮✳ ❋♦r ❛ s②st❡♠ x˙ = f(x, u)✱ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t A ⊂ Rn
✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜❧❡ ✭▲■❙❙✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡
❝♦♥st❛♥ts δx, δu > 0✱ ❛ KL ❢✉♥❝t✐♦♥ β ❛♥❞ ❛ K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ |x0|A ≤ δx ❛♥❞
❛❧❧ u s❛t✐s❢②✐♥❣ ‖u‖ ≤ δu✱ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s
|x(t, x0, u)|A ≤ β(|x0|A, t) + ρ(‖u‖), ∀t ≥ 0.
■❢ t❤✐s ❤♦❧❞s ✇✐t❤ β(r, s) = Cre−
s
τ ❢♦r ❛❧❧ r, s ≥ 0✱ ✇❤❡r❡ C, τ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡♥ A ✐s
❧♦❝❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ■♥♣✉t✲t♦✲❙t❛t❡ ❙t❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts✳
▲♦❝❛❧ ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ✭▲■❙❙✮ ♦❢ ❛ s❡tA♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡t A ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❤❡r✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ r❛❞✐✉s δx ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ρ(‖u‖)✱
❛s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡r♠ β(|x0|A, t)✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥t❡♥s✐t② ‖u‖ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
δu✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ β ❝❛♥ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛s β(r, s) ≤ q1re−q2s ❢♦r
❛❧❧ r, s ≥ 0✱ ✇❤❡r❡ q1 ❛♥❞ q2 ❞❡♥♦t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▲■❙❙ ❣✉❛r❛♥t❡❡s s♦♠❡
s②st❡♠✬s r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡t A✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❡❛r t♦
A✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ Rn✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✳ ■ts ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ n✲❚♦r✉s ✐s ♥❛t✉r❛❧ s✐♥❝❡ Tn ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦♠❡tr✐❝ t♦ Rn t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♠❛♣ I ✭✐✳❡✳ |θ|Tn := |I(θ)| = |θ|✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ n✲❚♦r✉s ❝❛♥ ❜❡
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐ts ✐♥❞✉❝❡❞ ♥♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♣♣❧✐❡s
❧♦❝❛❧❧② t♦ t❤❡ n✲❚♦r✉s✳
❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✱ st❛t❡s t❤❡ ▲■❙❙ ♦❢ Ok˜ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ω˜✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳ ▲❡t k˜ ∈ RN×N≥0 ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ s❡t Ok˜ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❤❡ s❡t Ok˜ ✐s ▲■❙❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧
❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥♣✉ts ω˜ ❢♦r ✭✸✳✺✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st δθ˜, δω > 0✱ β ∈ KL ❛♥❞ ρ ∈ K∞✱ s✉❝❤
t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ω˜ : R≥0 → RN ❛♥❞ ❛❧❧ θ˜0 ∈ T (N−1)2 s❛t✐s❢②✐♥❣ ‖ω˜‖ ≤ δω ❛♥❞ |θ0|O
k˜
≤ δθ˜✱
|θ˜(t)|O
k˜
≤ β(|θ˜0|O
k˜
, t) + ρ(‖ω˜‖), ∀t ≥ 0. ✭✸✳✼✮
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥♣❡r✲
t✉r❜❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s st❛rt✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ♥❡❛r ✐t ❛t
❛❧❧ t✐♠❡✱ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ω˜✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ st❛t❡ θ˜ ❢r♦♠ Ok˜ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ✏♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✑ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ω˜ ✇✐t❤
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ ρ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ❛r❡ r♦❜✉st t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✸✮✱
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ❛♣♣❧✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ |κ|✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① κ ∈ RN×N
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✹✮✱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✐s
s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❛t ✐s
|κ| < δh,
✇❤❡r❡ δh ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✹✮✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
❲❡ str❡ss t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦❝❛❧ ■❙❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✭▲♦rí❛ ❛♥❞ P❛♥t❡❧❡②✱ ✷✵✵✺✮✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts δx ❛♥❞ δu ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✱
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛r❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧❧② ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧
❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛♥❛❧②s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✮ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠✱
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
str❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❙❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✸✮✱ ✭✸✳✷✹✮✱ ✭✸✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✾✮ ❜❡❧♦✇✳
✸✳✸ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧
❝♦✉♣❧✐♥❣
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛♥❛❧②s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✻✳✸✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ t❤❛t
t❤❡ ♦♥❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①❛❝t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
θ˜(t) = 0, ∀t ≥ 0, ✭✸✳✽✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ③❡r♦ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ st❛t❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts✱ ♦❢ t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ■ts ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✹✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐✳❡✳
k˜ij = K > 0 ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ ǫ ∈
[
0, π2
]
✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ω˜ s❛t✐s❢②✐♥❣
‖ω˜‖ ≤ δǫω :=
K
√
N
π2
Å
π
2
− ǫ
ã
, ✭✸✳✾✮
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts ❤♦❧❞✿
✶✳ t❤❡ s❡t Dǫ :=
¶
θ˜ ∈ T (N−1)2 : |θ˜|∞ ≤ π2 − ǫ
©
✐s ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✺✮❀
✷✳ ❢♦r ❛❧❧ θ˜0 ∈ D0✱ t❤❡ s❡t Dǫ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✺✮ s❛t✐s✜❡s
|θ˜(t)| ≤ π
2
|θ˜0|e−
K
π2
t +
π2
K
‖ω˜‖, ∀t ≥ 0.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ■❙❙ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❑✉✲
r❛♠♦t♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts ✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ K
√
N
2π ✳
■t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧②✐♥❣ ✐♥ D0✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❧✐❡
✐♥
[−π2 , π2 ]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② δǫω✱ ❢♦r s♦♠❡ 0 ≤ ǫ ≤ π2 ✱ t❤❡♥ t❤❡
s❡t Dǫ ✐s ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s st❛rt✐♥❣ ✐♥ D0 ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ Dǫ✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✉✲
r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❣✐♦♥
♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✐s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛
❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ǫ t♦ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛s ③❡r♦✳ ❋♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❧②✐♥❣ ✐♥ Dǫ✱ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ǫ✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ K
π2
✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✱ ❚❤❡♦r❡♠
✸✳✶✮✱ NK sin(ǫ)✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ǫ✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ‖ω˜‖✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✸✳✾✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ Kǫ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ♦❢ Dǫ✿
Kǫ =
π2(π
2 − ǫ
)√
N
‖ω˜‖.
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t
√
N maxi,j=1,...,N ‖̟i −̟j‖ ≥ ‖ω˜‖✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
Kǫ ≤ π
2(π
2 − ǫ
) max
i,j=1,...,N
‖̟i −̟j‖.
❙✐♥❝❡
(π
2 − ǫ
) ≥ 2π cos(ǫ)✱ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ ǫ ≤ π2 ✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t
Kǫ ≤ π
3
2 cos(ǫ)
max
i,j=1,...,N
‖̟i −̟j‖ < π3Kinv,
✇❤❡r❡ Kinv ✐s t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✱ Pr♦♦❢ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ Kǫ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✮✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t KǫKinv < π
3✳
❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛ t✐❣❤t❡r ❜♦✉♥❞ Ksuff ❢♦r t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤
❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❛t ✐s KǫKsuff ∼ N ✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱
✷✵✵✾✮✱ t❤❡✐r r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ sin(ǫ)✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇♦rs❡ ❜♦✉♥❞ t❤❛♥ ♦✉rs
❢♦r ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀
❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮ t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❡ts ♦❢
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✮✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡ ❜② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✮✱
❜✉t ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ❢♦r s♠❛❧❧
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✐s ♥♦t ❛s
❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✭❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳
✸✳✹ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♥❡✉r❛❧ s②♥❝❤r♦♥② t♦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❞❡s②♥✲
❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✷✳✻✮✱ ❛♥❞ ❧❡t γ ❛♥❞ ω⊥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙ ❛♥❞
t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✿
γ := max
i,j=1,...,N
|γij |, ✭✸✳✶✵✮
ω⊥ :=

ωi − 1
N
N∑
j=1
ωj


i=1,...,N
. ✭✸✳✶✶✮
❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✐♥♣✉t I˜MF ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
✭✷✳✻✮ ❛s
I˜MF (t) := IMF (t)− IMF (t)1N , ∀t ≥ 0, ✭✸✳✶✷✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ IMF (t) := [IMFi(t)]i=1,...,N ✱
IMFi(t) :=
N∑
j=1
γij
(
sin(θi(t)− θj(t))− sin(θi(t) + θj(t)
)
,
✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❝❢✳ ✭✸✳✷✮✮ ❛♥❞
IMF (t):=
1
N
N∑
i,j=1
γij
(
sin(θi(t)− θj(t))− sin(θi(t) + θj(t)
)
,
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞r✐❢t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✐♥♣✉t I˜MF ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❛✐♠ ♦❢
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ✭✸✳✺✮✱ ✐t ✐s t❤✐s ✐♥♣✉t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ω⊥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆♥ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ I˜MF ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✺✮✱
❛♥❞ r❡❛❞s
|I˜MF | ≤ 2γN
√
N.
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✺✱ str❡ss❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
✇❤❡t❤❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡
❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❑✉r❛♠♦t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻✳ ▲❡t k ∈ RN×N≥0 ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ω ∈ RN ❜❡
❛♥② ✭❝♦♥st❛♥t✮ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ▲❡t γ ∈ RN×N ❜❡ ❛♥② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✳ ▲❡t γ✱ ω⊥✱
❛♥❞ I˜MF ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✵✮✲✭✸✳✶✷✮✳ ▲❡t t❤❡ s❡t Ok ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❝❧❛ss KL ❢✉♥❝t✐♦♥ β✱ ❛ ❝❧❛ss K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ σ✱
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t δω✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ P ♦❢ Ok✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❛❧❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❛t✐s❢②✐♥❣
|ω⊥|+ 2 γ N
√
N ≤ δω,
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✻✮ s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ θ˜0 ∈ P✱
|θ˜(t)|Ok ≤ β(|θ˜0|Ok , t) + σ(|ω⊥|+ ‖I˜MF ‖), ∀t ≥ 0,
✇❤❡r❡ θ˜ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✻✮✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥②
s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛r❡ r♦❜✉st t♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦s✳ ❚❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ γ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❜r♦✉❣❤t t♦ ❛♥ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t
st❛t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ ❡♥s✉r❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✸✮
t♦ s♠❛❧❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ |κ| ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧
t♦ ✈❡r✐❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ✐✳❡✳ |κ| < δh✳
❆s str❡ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❉❇❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✭❘♦❞r✐❣✉❡③✲❖r♦③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t♦r✬s ❜❛tt❡r✐❡s ❛♥❞ t♦
t❤❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛ t♦♦ str♦♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜r✐♥❣✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞ δω✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ r❡❝♦r❞✐♥❣✲
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❤❛r❞ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❧s♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙❚◆✱ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ ❛♥s✇❡rs ♥❡❣❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡❛t❤❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✲
✐❧② s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ s✉✣❝❡s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤②r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙✳
❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ t♦ ❜r✐♥❣ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
st❛t❡ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❡t✉♣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
✸✳✺ ❆ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✺✮✱ t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✸✳✹✳ ❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✺✮ ♣♦ss❡ss❡s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞✱
t❤❛t ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡str✐❝t t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❇❡②♦♥❞ ✐ts t❡❝❤♥✐❝❛❧
✐♥t❡r❡st✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t Ok˜ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r♦❜✉st ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳
✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ k˜
E = [Eij ]i,j=1,...,N :=
1
K
î
k˜ij
ó
i,j=1,...,N
, ✭✸✳✶✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t K > 0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
K :=
®
1 ✐❢ k˜ = 0
maxi,j=1,...,N k˜ij ✐❢ k˜ 6= 0. ✭✸✳✶✹✮
■♥s♣✐r❡❞ ❜② ✭❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✮✱ ❧❡t VI : T
(N−1)2 → R≥0 ❜❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ❜②
VI(θ˜) := 2
N∑
i=1
N∑
j=1
Eij sin
2
Å
θi − θj
2
ã
, ✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ˜ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✻✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t VI ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ K✳
✸✳✺✳✷ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻❀ ❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ˜ ❛r❡ ♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡
❝❛♥ ❡①♣r❡ss (N − 1)(N − 2) ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r N − 1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ϕi := θi − θN ✱ i = 1, . . . , N − 1✱ ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N − 1✱
θi − θN = ϕi, ✭✸✳✶✻❛✮
θi − θj = ϕi − ϕj , ∀j = 1, . . . , N − 1. ✭✸✳✶✻❜✮
❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s
θ˜ = B˜(ϕ) := Bϕ mod 2π, ϕ ∈M, ✭✸✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ϕ := [ϕi]i=1,...,N−1✱ B ∈ R(N−1)2×(N−1)✱ r❛♥❦B = N−1✱ B˜ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱
❛♥❞ M ⊂ T (N−1)2 ✐s t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✸✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ B˜ :M→ T (N−1)2 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ϕi ∈ T 1✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N−1✱
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ T 1✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ M⊂ T (N−1)2 ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N − 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r M ✐s ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ TN−1✳
✸✳✺✳✸ ❘❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ VI ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞M✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤✐s ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ VI t♦ M✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI |M : TN−1 → R≥0 ❛s
VI |M(ϕ) := VI(Bϕ), ∀ϕ ∈M. ✭✸✳✶✽✮
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ VI |M ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ϕ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ θ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
A ∈ R(N−1)×N ✱ ✇✐t❤ r❛♥❦A = N − 1✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
ϕ = A˜(θ) := Aθ mod 2π. ✭✸✳✶✾✮
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V : TN → R ❛s
V (θ) := VI |M(Aθ) , ∀θ ∈ TN . ✭✸✳✷✵✮
■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ VI |M✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ♦✇♥s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞
✭❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✱ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ VI ♦♥ M t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ V ♦♥ TN ✳ ■ts ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✳
▲❡♠♠❛ ✸✳✼✳ ▲❡t M✱ VI |M✱ A ❛♥❞ V ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✶✼✮✲✭✸✳✷✵✮✳ ❚❤❡♥ θ∗ ∈ TN ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ V ✭✐✳❡✳ ∇θV (θ∗) = 0✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕ∗ = Aθ∗ ∈ M ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ VI |M ✭✐✳❡✳
∇ϕVI |M(ϕ∗) = 0✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐❢ θ∗ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ♦❢ V t❤❡♥ ϕ∗ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ♦❢ VI |M✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ M ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ VI |M✳
✸✳✺✳✹ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✱ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ VI |M✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡
❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ VI |M ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✳
▲❡♠♠❛ ✸✳✽✳ ▲❡t k ∈ RN×N≥0 ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ▲❡t B ❛♥❞ VI |M ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✽✮✳ ❚❤❡♥ ϕ∗ ∈M ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ VI |M ✭✐✳❡✳ ∇ϕVI |M(ϕ∗) =
0✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Bϕ∗ ∈ T (N−1)2 ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✭✐✳❡✳ ω˜ ≡ 0✮ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✺✮✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✾✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ✐♥♣✉ts ❛♣♣❧② ✭✐✳❡✳✱ ω˜ ≡ 0✮✱ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI ✐s str✐❝t❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✸✳✺✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t
♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ VI |M ✭❝❢✳ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶ ❜❡❧♦✇✮✳ ■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽
t❤❛t ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ VI |M ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✸✳✺✮✳
❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r♦❜✉st ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ VI |M✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼✳
✸✳✺✳✺ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ✐♥♣✉ts
❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦✈❡rs✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧②
❡①t❡♥❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✭❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t st❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✇✐t❤
③❡r♦ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥♣✉t ✭✸✳✹✮ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❢♦r
✭✸✳✶✮✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✳ ▲❡t ̟ : R≥0 → RN ❜❡ ❛♥② s✐❣♥❛❧ s❛t✐s❢②✐♥❣ ω˜(t) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ ✇❤❡r❡
ω˜ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✹✮✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① k˜ ∈ RN×N≥0 ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✸✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ str❡ss t❤❛t ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵ ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧t✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ VI |M✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽✱ t❤✐s s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❛t ✐s t♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✳
✸✳✻ ▼❛✐♥ ♣r♦♦❢s
✸✳✻✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ ♦❢ V (θ)✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ∇θV (θ) = ∇θVI |M(Aθ) = AT∇AθVI |M(Aθ)✳
❍❡♥❝❡
∇AθVI |M(Aθ) = 0 ⇒ ∇θV (θ) = 0.
❙✐♥❝❡ r❛♥❦A = N − 1✱ ❦❡rAT = {0}✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
∇θV (θ) = 0 ⇒ ∇AθVI |M(Aθ) = 0,
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ θ∗ ✐s ❛
❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ V t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ θ∗ s✉❝❤ t❤❛t V (θ) ≥ V (θ∗) ❢♦r ❛❧❧
θ ∈ U ✳ ❚❤❛t ✐s✱ VI |M(Aθ) ≥ VI |M(Aθ∗) ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ U ✳ ❚❤❛t ✐s VI |M(ϕ) ≥ VI |M(ϕ∗) ❢♦r ❛❧❧
ϕ ∈ W = AU ✱ ✇❤❡r❡ ϕ∗ = Aθ∗✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ❤♦❧❞s ❢♦r ♠❛①✐♠❛✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI |M ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ VI |M(0) = 0✱ ✐✳❡✳ ϕ∗ = 0
✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ VI |M✳ 
✸✳✻✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽
❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼✱ ϕ∗ ∈M ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ VI |M ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θ∗ ∈ TN ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
V ✱ ✇❤❡r❡ ϕ∗ = Aθ∗✱ ❛♥❞ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ω˜ = 0✱ ✭✸✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥
❛s
θ˙i − θ˙j = K (χj(θ)− χi(θ)) , ∀i, j = 1, . . . , N,
✇❤❡r❡ χ(θ) = [χi(θ)]i=1,...,N := ∇θV (θ) =
∑N
j=1Eij sin(θj − θi)✱ ❛♥❞ E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✸✮✳
❍❡♥❝❡✱ χ(θ∗) = ∇θV (θ∗) = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕ∗ = Aθ∗ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ VI |M❀ ❛♥❞ χj(θ∗)−
χi(θ
∗) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Bϕ∗ = BAθ∗ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤❡r❡ B ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✼✮✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐t t❤✉s s✉✣❝❡s t♦
s❤♦✇ t❤❛t
χ(θ∗) = 0 ⇔ χj(θ∗)− χi(θ∗) = 0, ∀i, j = 1, . . . , N.
❖♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ✐❢ χ(θ∗) = 0✱ t❤❡♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t χj(θ
∗) − χi(θ∗) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢
χj(θ
∗)−χi(θ∗) = 0 ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t χ✱ s✉❝❤ t❤❛t χi(θ∗) = χ
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
Nχ =
N∑
i=1
χi(θ
∗) =
N∑
i=1
∂V
∂θi
(θ∗) =
N∑
i=1
N∑
j=1
Eij sin(θ
∗
j − θ∗i ).
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① k˜ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ s♦ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① E ✭❝❢✳ ✭✸✳✶✸✮✮✱ ❛♥❞ t❤✉s
∑N
i=1
∑N
j=1Eij sin(θ
∗
j−
θ∗i ) = 0. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ χi(θ∗) = χ = 0 ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ 
✸✳✻✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ˜ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① E ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✶✸✮✲✭✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ VI ②✐❡❧❞s V˙I(θ˜) = (∇θ˜VI)T ˙˜θ, ✇❤❡r❡ ˙˜θ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✱ ✇❤♦s❡
♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r V˙I ✳
❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶✳ ■❢ k˜ ∈ RN×N ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡♥ V˙I = −2(KχTχ+ χT ω˜), ✇❤❡r❡
χ(θ˜) := ∇θV
Ä
θ˜) =

 N∑
j=1
Eij sin(θj − θi)


i=1,...,N
.
❋r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t✱ ✐❢ |χ| ≥ 2|ω˜|K ✱ t❤❡♥ V˙I ≤ −KχTχ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▲■❙❙ ❞♦❡s ♥♦t
❢♦❧❧♦✇ ②❡t ❛s t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ χ r❛t❤❡r t❤❛♥ θ˜✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡
r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ θ˜✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ F ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ VI |M ✭✐✳❡✳ F := {ϕ∗ ∈ M :
∇ϕVI |M(ϕ∗) = 0}✮✱ ✇❤❡r❡ M ❛♥❞ VI |M ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱
❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t χ = ∇θVI ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t |χ| = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θ˜ ∈ F ✳
❙✐♥❝❡ |χ| ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ θ˜ t♦ t❤❡ s❡t F ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛
❝♦♠♣❛❝t s❡t✱ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ K ❢✉♥❝t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t
|χ| ≥ σ(|θ˜|F ), ∀θ˜ ∈ T (N−1)2 . ✭✸✳✷✶✮
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ σ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s K∞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ T (N−1)2 ✳
▲❡t U := F \Ok˜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t Ok˜ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽✱ U ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ VI |M ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ∇VI |M ✐s ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ♦♥❧② ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ s❡ts✳ ❚❤❛t ✐s✱ U ❛♥❞ Ok˜ ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡
❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s❡ts✿
U =
⋃
i∈IU
νi, Ok˜ =
⋃
i∈IO
k˜
{φi}, ✭✸✳✷✷✮
✇❤❡r❡ IU , IO
k˜
⊂ N ❛r❡ ✜♥✐t❡ s❡ts✱ {νi, i ∈ IU} ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ M✱ ❛♥❞¶
{φi}, i ∈ IO
k˜
©
✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✐♥❣❧❡t♦♥s ♦❢ M✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t a 6= b ✐♠♣❧✐❡s a ∩ b = ∅ ❢♦r ❛♥②
a, b ∈ {νi, i ∈ IU}⋃¶{φi}, i ∈ IO
k˜
©
=: FS ✳ ❉❡✜♥❡
δ := min
a,b∈FS ,a 6=b
inf
θ˜∈a
|θ˜|b, ✭✸✳✷✸✮
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡ts✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ▲❡♠♠❛
✸✳✽✱ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉❜❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡
FS ✐s ✜♥✐t❡✱ δ > 0✳ ❉❡✜♥❡
δ′ω =
K
2
σ
Å
δ
2
ã
, δθ˜ :=
δ
2
. ✭✸✳✷✹✮
δθ˜ t❤❡♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡ts ♦❢ VI ✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✷✳
❈❧❛✐♠ ✸✳✶✷✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ IO
k˜
✱ θ˜ ∈ B(φi, δθ˜)✱ ❛♥❞ |ω˜| ≤ δ′ω✱
|θ˜ − φi| ≥ σ−1
Ç
2|ω˜|
K
å
⇒ V˙I ≤ −Kσ2(|θ˜ − φi|).
❋♦r ❛❧❧ i ∈ IO
k˜
✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI(θ˜) − VI(φi) ✐s ③❡r♦ ❢♦r θ˜ = φi✱ ❛♥❞ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧
θ ∈ B(φi, δθ˜) \ {φi}✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t B(φi, δθ˜) ✐s ❝♦♠♣❛❝t✱ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ K ❢✉♥❝t✐♦♥s αi, αi ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, δθ˜] s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ˜ ∈ B(φi, δθ˜)✱
αi(|θ˜ − φi|) ≤ VI(θ˜)− VI(φi) ≤ αi(|θ˜ − φi|). ✭✸✳✷✺✮
❚❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛s K∞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦♥ R≥0✳
❉❡✜♥❡ t❤❡ K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
α(s) := min
i∈IO
k˜
αi(s), α(s) := max
i∈IO
k˜
αi(s), ∀s ≥ 0. ✭✸✳✷✻✮
■t t❤❡♥ ❤♦❧❞s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ IO
k˜
❛♥❞ ❛❧❧ θ˜ ∈ B(φi, δθ˜)✱
α(|θ˜ − φi|) ≤ VI(θ˜)− VI(φi) ≤ α(|θ˜ − φi|). ✭✸✳✷✼✮
■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✭✸✳✷✼✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✾✱ ❘❡♠❛r❦ ✶✵✳✹✳✸✮ t❤❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
ρ(s) := α−1 ◦ α ◦ σ−1
Å
2
K
s
ã
, ∀s ≥ 0 ✭✸✳✷✽✮
δω := ρ
−1(δθ˜) ≤ δ′ω, ✭✸✳✷✾✮
✇❤❡r❡ σ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✶✮✳ ❋r♦♠ ✭■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✾✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✮ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✷✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱
❢♦r ❛❧❧ ‖ω˜‖ ≤ δω✱ t❤❡ s❡t B(Ok˜, δθ˜) ✐s ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✺✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐♥✈♦❦✐♥❣ ✭❙♦♥t❛❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ✭■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✾✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✮✱ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✷ t❤✉s ✐♠♣❧✐❡s
▲■❙❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥♣✉ts s❛t✐s❢②✐♥❣ ‖ω˜‖ ≤ δω✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧❛ss KL ❢✉♥❝t✐♦♥
β s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ‖ω˜‖ ≤ δω✱ ❛♥❞ ❛❧❧ θ˜0 ∈ B(Ok˜, δθ˜)✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✸✳✺✮ s❛t✐s✜❡s |θ˜(t)| ≤
β(|θ˜0|, t) + ρ(‖ω˜‖)✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ 
✸✳✻✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺
■♥♣✉t✲t♦✲❙t❛t❡ ●❛✐♥
❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥ ρ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✽✮✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ σ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❛t ✐s
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝❧❛ss K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ σ✱ s✉❝❤ t❤❛t |χ(θ˜)| ≥ σ(|θ˜|) ❢♦r ❛❧❧ θ˜ ✐♥ s♦♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤❡r❡ χ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❧❛✐♠✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✸✱ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
s❡t D0 = {θ˜ ∈ T (N−1)2 : |θ˜|∞ ≤ π2 }✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳
❈❧❛✐♠ ✸✳✶✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶ s❛t✐s✜❡s✱
❢♦r ❛♥② θ˜ ∈ D0✱ |χ(θ˜)| ≥ |θ˜|π ✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ σ ✐♥ ✭✸✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛s σ(r) = rπ ✱ ❢♦r ❛❧❧
r ≥ 0✳
❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✸✱ t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥ ρ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✭✸✳✷✽✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥
t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① E✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✸✮✱ ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ❛♥❞ t❤❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI ✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✺✮✱ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s
VI(θ˜) = 2
N∑
i,j=1
sin2
Å
θi − θj
2
ã
.
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t z ≥ sin z ≥ 2πz✱ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ z ≤ π2 ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ˜ ∈ D0✱
2
π2
|θ˜|2 ≤ VI(θ˜) ≤ 1
2
|θ˜|2. ✭✸✳✸✵✮
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r α ❛♥❞ ❧♦✇❡r α ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✭✸✳✷✻✮✱ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝❛s❡✱
t❤✐s s❡t r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
α(r) =
2
π2
r2, α(r) =
1
2
r2, ∀r ≥ 0.
■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ✭✸✳✷✽✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥ ρ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✸✳✹✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s
ρ(r) =
π2
K
r. ✭✸✳✸✶✮
■♥♣✉t ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t
❋♦r ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✸✱ t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛s s♦♦♥ ❛s θ˜ ❜❡❧♦♥❣s t♦
D0✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s st❛rt✐♥❣
✐♥ D0 r❡♠❛✐♥ ✐♥s✐❞❡ D0✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
Dǫ ❢♦r ❛♥② ǫ ∈
[
0, π2
]
✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ st❛rt ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❧❛✐♠✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✹✳
❈❧❛✐♠ ✸✳✶✹✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② 0 ≤ δ ≤ π✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s tr✉❡✿
|θ˜| ≤
√
Nδ ⇒ max
i,j=1,...,N
|θi − θj | ≤ δ.
❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✹✱ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞
δǫω ✇❤✐❝❤ ❧❡ts Dǫ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ✭✸✳✺✮ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ρ(δǫω) =
√
N
(π
2 − ǫ
)
✱ ✇❤❡r❡
ρ(s) = π
2
K s ✐s t❤❡ ■❙❙ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s
δǫω =
K
√
N
π2
Å
π
2
− ǫ
ã
. ✭✸✳✸✷✮
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ♦❢ Dǫ
❋r♦♠ ❈❧❛✐♠s ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸✱ ❛♥❞ ✭✸✳✸✵✮✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ |ω˜| ≤ δǫω✱ ❛♥❞ ❛❧❧ θ˜ ∈ D0✱
|θ˜| ≥ 2π
K
|ω˜| ⇒ V˙I ≤ −K
π2
|θ˜|2 ≤ −2K
π2
VI .
■♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ▲❡♠♠❛ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱
min
0≤s≤t
|θ˜(s)| ≥ 2π
K
‖ω˜‖ ⇒ VI(θ˜(t)) ≤ VI(θ˜(0))e−
2K
π2
t.
❋r♦♠ ✭✸✳✸✵✮✱ t❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0
min
0≤s≤t
|θ˜(s)| ≥ 2π
K
‖ω˜‖ ⇒ |θ˜(t)| ≤ π
2
|θ˜(0)|e− Kπ2 t.
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ■❙❙ ❣❛✐♥ ✭✸✳✸✶✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✾✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✮ ❛♥❞ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ▲❡♠♠❛
✹✳✹ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✵✮✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ‖ω˜‖ ≤ δǫω ❛♥❞ ❛❧❧ θ˜0 ✐♥ D0✱
|θ˜(t)| ≤ π
2
|θ˜0|e−
K
π2
t +
π2
K
‖ω˜‖, ∀t ≥ 0.
◆♦t✐❝✐♥❣ ✜♥❛❧❧② t❤❛t✱ ✐❢ ‖ω˜‖ ≤ δǫω✱ ✭✸✳✸✷✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
|θ˜(t)| ≤ π
2
|θ˜0|e−
K
π2
t +
√
N
Å
π
2
− ǫ
ã
, ∀t ≥ 0,
❈❧❛✐♠ ✸✳✶✹ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ♦❢ Dǫ ❢♦r ❛❧❧ ‖ω˜‖ ≤ δǫω✳ 
✸✳✻✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻
❚❤❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ |(I˜MF )i| = |(IMF )i−
1
N
∑
j(IMF )j | ≤ maxj |(IMF )j | ❛♥❞ |(IMF )i| < 2Nγ✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t
|I˜MF | < 2γ
√
NN ✳ ❇② ❧❡tt✐♥❣ δω ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✾✮✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ▲■❙❙✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |ω⊥|+ |I˜MF | < |ω⊥|+ 2γ
√
NN ≤ δω✳ 
✸✳✼ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s
✸✳✼✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✺✮✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✺✮✿
V˙I(θ˜) := (∇θ˜VI)T ˙˜θ
=
N∑
i,j=1
Eij sin(θj − θi)(θ˙j − θ˙i)
= −2
N∑
i,j=1
Eij sin(θj − θi)θ˙i,
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ s✐♥❝❡E ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱
∑N
i,j=1Eij sin(θj−
θi)θ˙j = −∑Ni,j=1Eij sin(θj−θi)θ˙i✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ω∑Ni,j=1Eij sin(θj−θi) =
0✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✮✱ θ˙i = ω + ω˜i +K
∑N
h=1Eih sin(θh − θi)✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
V˙I = −2
N∑
i=1
Ñ
N∑
j=1
Eij sin(θj − θi)
é(
K
N∑
h=1
Eih sin(θh − θi) + ω˜i
)
= −2(K∇V T∇V +∇V T ω˜),
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ 
✸✳✼✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✷
❋r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t V˙I = −2K|χ|2 − 2χT ω˜ ≤ −2K|χ|2 + 2|χ||ω˜|✳ ❚❤❛t ✐s
|χ| ≥ 2|ω˜|
K
, ⇒ V˙I ≤ −K|χ|2. ✭✸✳✸✸✮
■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✸✳✷✹✮✱ |ω˜| ≤ δ′ω ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t σ−1
(
2|ω˜|
K
)
≤ δθ˜✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ˜ ∈ B(φi, δθ˜)✱
|θ˜|F = |θ˜ − φi|✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t
|θ˜ − φi| ≥ σ−1
Ç
2|ω˜|
K
å
⇒ |χ| ≥ 2|ω˜|
K
. ✭✸✳✸✹✮
❙✐♥❝❡ ✭✸✳✷✶✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t −|χ|2 ≤ −σ2(|θ˜−φi|)✱ ❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ✭✸✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✹✮✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t
|θ˜ − φi| ≥ σ−1
Ç
2|ω˜|
K
å
⇒ V˙I ≤ −Kσ2(|θ˜ − φi|).
✸✳✼✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✸
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r χ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✶ r❡❛❞s
χ(θ˜) =

 N∑
j=1
sin(θj − θi)


i=1,...,N
.
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t② |θ˜|2 ≥ |θ˜|∞ ✐♠♣❧✐❡s
|χ(θ˜)|2 ≥ max
i=1,...,N
∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1
sin(θj − θi)
∣∣∣∣∣∣ .
◆♦✇✱ s✐♥❝❡ θ˜ ∈ D0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |θi−θj | ≤ π2 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛rt❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡♥✉♠❜❡r t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❤❛s❡s ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t θi ≤ θj ✇❤❡♥❡✈❡r i < j✳
❋✐rst st❡♣ ✖ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ θ˜✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ t✐❣❤t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ |χ(θ˜)|2✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦
s❤♦✇ t❤❛t
max
i=1,...,N
∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1
sin(θj − θi)
∣∣∣∣∣∣ = max


N∑
j=1
sin |θj − θ1|,
N∑
j=1
sin |θj − θN |

 . ✭✸✳✸✺✮
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , N ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 0 ≤ θj−θ1 ≤ π2 ❛♥❞ 0 ≤ θN −θj ≤ π2 ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t ∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1
sin(θj − θ1)
∣∣∣∣∣∣ =
N∑
j=1
sin |θj − θ1|, ✭✸✳✸✻✮
❛♥❞ ∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1
sin(θj − θN )
∣∣∣∣∣∣ =
N∑
j=1
sin |θj − θN |. ✭✸✳✸✼✮
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, N}✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② j < i✱ 0 ≤ θi − θj ≤ π2 ❀ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r
❛♥② j > i✱ 0 ≤ θj − θi ≤ π2 ✳ ❚❤❛t ✐s∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1
sin(θj − θi)
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
N∑
j=i+1
sin |θj − θi| −
i−1∑
j=1
sin |θj − θi|
∣∣∣∣∣∣ .
◆♦✇✱ ❢♦r ❛❧❧ θ˜ ∈ D0✱ ✐❢ i > j✱ t❤❡♥ |θj − θi| ≤ |θj − θN |✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐❢ i < j✱ t❤❡♥ |θj − θi| ≤ |θj − θ1|✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ θ˜ ∈ D0✱
i−1∑
j=1
sin |θj − θi| ≤
N∑
j=1
sin |θj − θN |, ∀i ∈ {1, N},
❛♥❞
N∑
j=i+1
sin |θj − θi| ≤
N∑
j=1
sin |θj − θ1|, ∀i ∈ {1, N}.
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ a, b ≥ 0✱ |a− b| ≤ max{a, b}✱ ✐t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, N}✱∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1
sin(θj − θi)
∣∣∣∣∣∣ ≤ max


i−1∑
j=1
sin |θj − θi|,
N∑
j=i+1
sin |θj − θi|


≤ max


N∑
j=1
sin |θj − θ1|,
N∑
j=1
sin |θj − θN |

 . ✭✸✳✸✽✮
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✸✳✸✻✮✱ ✭✸✳✸✼✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✸✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✸✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❙❡❝♦♥❞ st❡♣ ✖ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t sin z ≥ 2πz✱ ❢♦r ❛❧❧ z ∈
[
0, π2
]
✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ ②✐❡❧❞s
|χ(θ˜)|2 ≥ max


N∑
j=1
sin |θj − θ1|,
N∑
j=1
sin |θj − θN |


≥ 2
π
max


N∑
j=1
|θj − θ1|,
N∑
j=1
|θj − θN |


≥ 2
π
max


N∑
j=1
(θj − θ1),
N∑
j=1
(θN − θj)

 .
❖r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ δ := θN − θ1✱ ✇✐t❤ 0 ≤ δ ≤ π2 ✱
|χ(θ˜)|2 ≥ 2
π
max


N∑
j=1
(θj − θ1),
N∑
j=1
[δ − (θj − θ1)]

 . ✭✸✳✸✾✮
❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❞❡✜♥❡ Iθ˜ := [0, δ]
N−2✱ xi := θi+1 − θ1✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N − 2✱ ❛♥❞
x := [xi]i=1,...,N−2 ∈ Iθ˜✳ ❚❤❡♥
max


N∑
j=1
(θj − θ1),
N∑
j=1
[δ − (θj − θ1)]

 = max
{
δ +
N−2∑
i=1
xi, δ +
N−2∑
i=1
(δ − xi)
}
= δ +max
{
N−2∑
i=1
xi,
N−2∑
i=1
(δ − xi)
}
. ✭✸✳✹✵✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Iθ˜ → R≥0✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
f(x) := max
¶∑N−2
i=1 xi,
∑N−2
i=1 (δ − xi)
©
✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
a(x) :=
N−2∑
i=1
xi ❛♥❞ b(x) :=
N−2∑
i=1
(δ − xi),
❛♥❞ t❤❡ s❡ts
A := {x ∈ Iθ˜ : a(x) > b(x)}
B := {x ∈ Iθ˜ : b(x) > a(x)}
C := {x ∈ Iθ˜ : a(x) = b(x)}.
■t t❤❡♥ r❡s✉❧ts t❤❛t Iθ˜ = A ∪ B ∪ C✱ ✇✐t❤ A ∩ B = B ∩ C = C ∩ A = ∅✳ ❖❜s❡r✈❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱
t❤❛t ✇❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛✈❡ f |A = a|A ❛♥❞ f |B = b|B✳ ❇② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ C✱ ∑N−2i=1 xi =∑N−2
i=1 (δ − xi)✱ ✇❡ ❤❛✈❡
f(x) = a(x) = b(x) =
N − 2
2
δ, ∀x ∈ C. ✭✸✳✹✶✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ b(x) = (N − 2)δ − a(x)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t
a(x) >
N − 2
2
δ, ∀x ∈ A,
❛♥❞
b(x) >
N − 2
2
δ, ∀x ∈ B.
❚❤❛t ✐s✱ s✐♥❝❡ f |A = a|A✱ f |B = b|B✱ ❛♥❞ A ∪B = Iθ˜ \ C✱
f(x) >
N − 2
2
δ, ∀x ∈ Iθ˜ \ C.
❋r♦♠ ✭✸✳✹✶✮✱ t❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Iθ˜✱
f(x) ≥ N − 2
2
δ. ✭✸✳✹✷✮
❋r♦♠ ✭✸✳✸✾✮✱ ✭✸✳✹✵✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✹✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
|χ(θ˜)|2 ≥ 2
π
Å
δ +
N − 2
2
δ
ã
=
N
π
δ.
❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t δ = |θ˜|∞✱ ❜② t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t② |θ˜|∞ ≥ |θ˜|2N−1 ✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
θ˜ ∈ D0✱
|χ(θ˜)|2 ≥ N
π(N − 1) |θ˜|2 ≥
|θ˜|2
π
,
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
✸✳✼✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✹
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t |θ˜|2 ≤
√
Nδ ⇒ |θ˜|∞ ≤ δ, ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t |θ˜|∞ ≥ δ ⇒
|θ˜|2 ≥
√
Nδ✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ δ ∈ [0, π]✱
|θ˜|∞ = δ ⇒ |θ˜|2 ≥
√
Nδ. ✭✸✳✹✸✮
■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ δ′ ≥ δ✱ ✭✸✳✹✸✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐❢ |θ˜|∞ = δ′ ≥ δ✱ t❤❡♥ |θ˜|2 ≥
√
Nδ′ ≥ √Nδ✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✭✸✳✹✸✮ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ |θ˜|2 ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ |θ˜|22✮✱ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t |θ˜|∞ = δ✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ r❡♥✉♠❜❡r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❤❛s❡s ✐♥❞❡①❡s ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t θi ≤ θj ✇❤❡♥❡✈❡r i < j✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ |θ˜|22✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t θN − θ1 = δ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s♠♦♦t❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✷✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ |θ˜|22✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t θN − θ1 = δ✱ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
∂
∂θi
F (θ, λ) = 0, i = 1, . . . , N, ✭✸✳✹✹✮
∂
∂λ
F (θ, λ) = 0, ✭✸✳✹✺✮
✇❤❡r❡ F (θ, λ) :=
∑N
i,j=1(θi−θj)2−λ(θN −θ1−δ)✱ ❛♥❞ λ ∈ R ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ✭✸✳✹✹✮
❣✐✈❡s✱ ❢♦r i ∈ {1, N}✱ ❣✐✈❡s
N∑
j=1
(θi − θj) = 0. ✭✸✳✹✻✮
✷❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ r❡❝❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✼
❲❤✐❧❡ ✭✸✳✹✺✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t θN − θ1 = δ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✭✸✳✹✹✮ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r i = 1✱ 4∑Nj=1(θ1−
θj) + λ = 0✱ ❛♥❞✱ ❢♦r i = N ✱ 4
∑N
j=1(θN − θj)− λ = 0,✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ✱ ✇❡ ❣❡t
N∑
j=1
(θ1 − θj) +
N∑
j=1
(θN − θj) = 0. ✭✸✳✹✼✮
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✻✮✲✭✸✳✹✼✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t θN − θ1 = δ✱ ❛❞♠✐t ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧♦ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✐✳❡ θi → θi + α ❢♦r ❛❧❧ i✮✿
θ∗i − θ∗j = 0, ∀(i, j) 6∈ {(1, N), (N, 1)}, ✭✸✳✹✽❛✮
θ∗i − θ∗1 =
δ
2
, θ∗i − θ∗N = −
δ
2
, ∀i 6∈ {1, N}. ✭✸✳✹✽❜✮
❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ F ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r (θ˜T , λ)T ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐ts
s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ (θ˜T , λ)T ✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ♠♦❞✉❧♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
Gθ :=


N − 1 −1 . . . −1 −1
−1 N − 1 . . . −1 −1
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
−1 −1 . . . N − 1 −1
−1 −1 . . . −1 N − 1
−1 0 . . . 0 1




θ1
θ2
✳✳✳
θN−2
θN−1
θN


✭✸✳✹✾✮
=


λ
4
0
✳✳✳
0
−λ4
δ


. ✭✸✳✺✵✮
❚❤❡ ♠❛tr✐① G ∈ R(N+1)×N ❤❛s r❛♥❦ N − 1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥♦r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst N r♦✇s ✐s t❤❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❛♥❦ N −1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t G1N = 0✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✹✾✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ θ
∗ = θ∗⊥ + α1N , α ∈ R, ✇❤❡r❡ θ∗⊥
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♦rt♦❣♦♥❛❧ s♣❛❝❡ t♦ 1N ✱ ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✭✸✳✹✾✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s
t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ♠♦❞✉❧♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱
✐❢ |θ˜|∞ = δ✱ t❤❡♥
|θ˜|22 ≥
N∑
i,j=1
(θ∗i − θ∗j )2
≥ 2δ2 + 2
N−2∑
j=2
δ2
4
+ 2
N−2∑
j=2
δ2
4
≥ Nδ2,
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ 
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡rs
❆♥ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Rn → R✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
gi(x) = bi✱ i = 1, . . . ,m✱ ✇❤❡r❡ gi : R
n → R ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ bi ∈ R ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ gi✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . ,m✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
F t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs λi✱ i = 1, . . . ,m✱
F (x, λ1, . . . , λm) = f(x)−
m∑
i=1
λi(gi(x)− bi)
❛♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
∂
∂xi
F (x, λ1, . . . , λm) = 0,
∂
∂λj
F (x, λ1, . . . , λm) = 0,
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n ❛♥❞ ❛❧❧ j = 1, . . . ,m✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ x∗✱ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs λ∗ = (λ∗1, . . . , λ∗m)✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❇❧✐ss✱ ✶✾✹✼✮✳

❈❤❛♣t❡r ✹
❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦
❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
❝❛♥ ❝♦✲❡①✐st ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✮✳ ❨❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❛❧♠♦st ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ st✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ✜rst ❝♦♥tr♦❧ ❣♦❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③✐♥❣ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦✉r ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧ t♦ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ ❙❚◆ ♥❡✉r♦♥s✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝ts ❜② ✐♠♣❡❞✐♥❣ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜✉rst✐♥❣ ❛♥❞ s♣✐❦✐♥❣ ✭❋✐❧❛❧✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② r❡s✉❧ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❡s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚◆✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❉❇❙✱ t❤❡ s✉r❣✐❝❛❧ P❉ tr❡❛t♠❡♥t
❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧ ③♦♥❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥❝❡r♥ ✭❏❛♥❦♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ❇❡♥❛❜✐❞
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❛❞✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥❡✉r♦♥
♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙ ♠❛② ②✐❡❧❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❚◆✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❡t ♦❢ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛✲
❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✐❣♥❛❧ ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❢♦r
s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤✉s ❛ss✉r✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st✐♠✉❧❛t✐♦♥
s✐❣♥❛❧✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♠❛❦❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s r❛t❤❡r tr✐❝❦② ❛♥❞ t♦♦❧s ❢r♦♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s t❤❡♦r② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❡✈❡♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ s❡t ♦❢
♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞✐❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳
✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✷✳✻✮✱ ❛♥❞ ❧❡t
k0 :=
1
N2
N∑
i,j=1
kij
❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❛♥❞
γ0 :=
1
N2
N∑
i,j=1
γij
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✳ ❉❡✜♥❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
k˜ := [kij − k0]ij=1,...,N ∈ RN×N
❛♥❞
γ˜ := [γij − γ0]ij=1,...,N ∈ RN×N
♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ♠❡❛♥s✳ ■❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣❛✐♥ γ0 ❝❛♥ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t γ0 = −k0✱ t❤❡♥ ✭✷✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
θ˙i = k0
N∑
j=1
sin(θi + θj) + f
η
i (θ), ∀i = 1, . . . , N . ✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥
fη(θ) :=

ωi + N∑
j=1
(k˜ij + γ˜ij) sin(θj − θi)−
N∑
j=1
γ˜ij sin(θj + θi)


i=1,...,N
, ✭✹✳✷✮
✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐①
η := (ω, k˜, γ˜) ∈ RN×(1+2N). ✭✹✳✸✮
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡①♣❡❝ts t❤❛t✱ ✐❢ fη ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡
♦r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉♣♣♦rt t❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱
✇❤❡♥ fη ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ k0✱ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❤✐❜✐ts ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ γ0 ✐s ♣✐❝❦❡❞ ❛s −k0✿ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❣♦❡s t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ❧❡❢t✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛t t = 4✮✱ t❤✉s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st♦♣♣✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ fη ✐s ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ k0✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❣❛✐♥ γ0 = −k0 ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ γ0 = −k0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s
s♠❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦rs ✐♥ ✭✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✹✳✷✭❧❡❢t✮ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ♦r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs r❡♠❛✐♥ ♥❡❛r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤
|κ|✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① κ ∈ RN×N ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✹✮✱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✐✳❡✳ |κ| < δh✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ γ0 = −k0 ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✸✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡♥✲
❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▲❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❘♦❜✉st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✭❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧②✮ ❛ttr❛❝✲
t✐✈❡ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✭✹✳✶✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤
❛ s❡t✱ ✇❡ st❛rt ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s
❝❛s❡ fη ≡ 0✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ fη ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ r♦❜✉st♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥ts✳
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❧✐❢t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❤❛s❡s ❢r♦♠ TN t♦ RN ✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r fη 6= 0✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✭✹✳✶✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ RN ✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥ TN ✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐♥ ✭✹✳✶✮ ❛❧❧♦✇s
t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❧✐❢t❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ N ✲t♦r✉s✳
✹✳✷ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❲❤❡♥ fη ≡ 0✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧✱ ✭✹✳✶✮
r❡❞✉❝❡s t♦
θ˙i = k0
N∑
j=1
sin(θi + θj), ∀i = 1, . . . , N . ✭✹✳✹✮
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✭✹✳✹✮ ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s②st❡♠
θ˙i = −∂W
∂θi
(θ), ∀i = 1, . . . , N ,
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN ✱ ❜②
W (θ) := −k0
N∑
i,j=1
sin2
Å
θi + θj
2
ã
. ✭✹✳✺✮
✹✳✷✳✶ ❋✐①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✹✮ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐ts
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t✿
A0 :=
ß
θ ∈ RN : θi = π
2
♠♦❞ 2π ∀i ∈ Iπ
2
, θi =
3π
2
♠♦❞ 2π ∀i ∈ I 3π
2
,
Iπ
2
∪ I 3π
2
= {1, . . . , N}, #Iπ
2
6= #I 3π
2
}
. ✭✹✳✻✮
❚❤❛t ✐s✱ A0 ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs θ ∈ RN ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡✐t❤❡r π/2 ♦r 3π/2 ✭♠♦❞✉❧♦
2π✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ π/2 ❡♥tr✐❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 3π/2 ❡♥tr✐❡s✳ ■♥
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
B0 :=
¶
θ ∈ RN : θi = 0 ♠♦❞ 2π ∀i ∈ I0 , θi = π ♠♦❞ 2π ∀i ∈ Iπ,
I0 ∪ Iπ = {1, . . . , N}, #I0 6= #Iπ} . ✭✹✳✼✮
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ B0 ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ 0 ❛♥❞ π ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡✐r π✬s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡✐r 0✬s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
N :=
{
θ ∈ RN :
N∑
i=1
sin(θi) =
N∑
i=1
cos(θi) = 0
}
. ✭✹✳✽✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ s❤♦✇s t❤❛t A0, B0 ❛♥❞N ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✹✮✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② k0 > 0✱ t❤❡ s❡t F0 ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✹✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥
F0 = A0 ∪ B0 ∪ N ✱ ✇❤❡r❡ A0, B0,N ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✻✮✲✭✹✳✽✮✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ s❡ts A0, B0,N ❢♦r♠
❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ F0✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✶ st❛t❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ W ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✳
❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡ts A0 ❛♥❞ B0 ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✹✳✻✮✲✭✹✳✼✮✳
❚❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢
W ❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ N ❛r❡ ♥♦t ✐s♦❧❛t❡❞✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t N ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧❡✈❡❧
s❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ 7→ (∑Ni=1 sin(θi),∑Ni=1 cos(θi))T ✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛♥
❡♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■ts st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✮
♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤✐s s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳
✹✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢
✭✹✳✹✮ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ A0 ∪B0✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ▲❡t k0 ❜❡ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡t W ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✮✱ ❛♥❞ ❧❡t
Wm :=
ß
θ ∈ RN : θ =
Å
π
2
♠♦❞ π
ã
1N
™
✭✹✳✾❛✮
WM :=
¶
θ ∈ RN : θ = (0 ♠♦❞ π)1N
©
. ✭✹✳✾❜✮
❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s tr✉❡✿
❛✮ Wm ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ W ❛♥❞ ✐ts ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡
❢♦r ✭✹✳✹✮✳
❜✮ WM ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ W ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦r
✭✹✳✹✮✳
❝✮ ❆❧❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ W ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❣❧♦❜❛❧ ❡①tr❡♠❛✱ t❤❛t ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ (A0 ∪
B0) \ (Wm ∪WM ) ✇❤❡r❡ A0 ❛♥❞ B0 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻✮✲✭✹✳✼✮✱ ❛r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s❛❞❞❧❡s ❢♦r
✭✹✳✹✮✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ s❡tsWm ❛♥❞WM ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r 1N ✳
❚❤✉s✱ ❢♦r t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
Wm ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ π2 ♦r ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧
t♦ −π2 ✱ ♠♦❞✉❧♦ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ 2π✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r (π2 , π2 , π2 ) ❜❡❧♦♥❣s t♦ Wm✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
✈❡❝t♦r (π2 ,
π
2 ,−π2 ) ❞♦❡s ♥♦t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r WM ✳
✹✳✷✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ N ✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ▲❡t k0 ❜❡ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❧❡t N ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✽✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❤♦❧❞s tr✉❡✿
❛✮ ■❢ N ✐s ♦❞❞✱ N ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✶
❢♦r ✭✹✳✹✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N ✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ−(θ), λ+(θ) ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥
♦❢ ✭✹✳✹✮ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ N ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t λ−(θ) < 0 < λ+(θ)✳
❜✮ ■❢ N ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ N˜ ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ❛♥❞ 2N
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s N0i✱ i = 1, . . . , 2N ✱ s✉❝❤ t❤❛t N = N˜∪⋃2Ni=1N0i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N˜ ✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ−(θ), λ+(θ) ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✮ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ N˜ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t λ−(θ) < 0 < λ+(θ)✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , 2N ✱
t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ N0i ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ N s0i ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N2 ✳
✶❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥
✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✼✼✮ ❢♦r ❛ r✐❣♦r♦✉s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✸ st❛t❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♣♦✐♥ts θ ✐♥ N ✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✹✮
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✿ t❤❡ ♥✉❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r t❛♥❣❡♥t t♦ N ❀ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r
t♦✇❛r❞ N ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ λ−(θ)❀ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛✇❛② ❢r♦♠
N ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ λ+(θ)✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡t N ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s N0i✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
N∑
i=1
sin(θi) =
N∑
i=1
cos(θi) = 0
❧♦s❡s r❛♥❦✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ s❡t N ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
✹✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ W ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② k0 > 0✱ t❤❡ s❡t Wm ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✾❛✮ ✐s ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✹✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✱ st❛t❡s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ γ0 = −k0 ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ②✐❡❧❞s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❤❛s❡s ❝♦♥✈❡r❣❡
❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② t♦✇❛r❞ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✷✳✷✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
y =
N∑
j=1
❘❡(zj), zj = rje
iθj , j = 1, . . . , N, ✭✹✳✶✵✮
✇❤❡r❡ rj > 0 ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r j ✭❝❢✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✮✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥ Wm✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❉❇❙ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥♣✉ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❙❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r♦❜✉st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s ♣❡❝✉❧✐❛r t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❑✉r❛♠♦t♦ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢ts✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡♥♦t❡❞
❛s T 1✲s②♠♠❡tr②✷✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s②♠♠❡tr② ❧❡ts t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ T 1 s②♠♠❡tr② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r 1N ❛♥❞ ❛♥② ♥♦♥③❡r♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ̟1N ✱
♠❛❦❡s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ̟ 6= 0✳
✹✳✹ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❛s❡ f η 6≡ 0
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✹✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐✳❡✳ fη ≡ 0✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇
♣❧✉❣ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜❛❝❦ ✐♥ ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞
❞❡r✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ fη 6≡ 0✳
✷❚❤✐s s②♠♠❡tr② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t♦r✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ▲✐❡ ❣r♦✉♣✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
s♣❛❝❡✳
❆❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ fη 6≡ 0✱ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s k˜, γ˜
❛r❡ ❜♦t❤ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡♥ ✭✹✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s
θ˙i = −∂Wη
∂θi
(θ), ∀i = 1, . . . , N ,
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wη ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN ✱ ❜②
Wη(θ) := W (θ) + F
η(θ), ✭✹✳✶✶✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN ✱
F η(θ) :=
N∑
i,j=1
γ˜ij sin
2
Å
θi + θj
2
ã
−
N∑
i,j=1
(k˜ij + γ˜ij) sin
2
Å
θj − θi
2
ã
−
N∑
i=1
ωiθi.
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ k˜ij = k˜ji ❛♥❞ γ˜ij = γ˜ji✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱
t❤❡♥ −∂F η∂θi = f
η
i ✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wω ❜❡✐♥❣ ♥♦t 2π ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✭✹✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t
❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ Wω ❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❧✐❢t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❛❧ ❧✐♥❡✳
✹✳✹✳✶ ❖❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wη ✐s ❧♦✇❡r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ✐ts ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠❛ t♦ ❜❡ ♥❡❛r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ W ❛♥❞ st✐❧❧ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ fη ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝♦♥✜r♠s t❤✐s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ♦❞❞✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳ ▲❡t N ∈ N≥3 ❜❡ ♦❞❞ ❛♥❞ k˜, γ˜ ∈ RN×N ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0
❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① η ∈ RN×(1+2N)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✮✱ s❛t✐s✜❡s
|η| ≤ δ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts Wηm ⊂ RN ✱ s❛t✐s❢②✐♥❣✸
|Wηm|Wm ≤ ρ(|η|), ✭✹✳✶✷✮
✇❤❡r❡ Wm ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✾❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ Wη✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Wηm ✐s ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✭✹✳✶✮✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧
θ0 ∈ RN ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
lim
t→∞ |θ(t; θ0)|Wηm = 0.
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤✉s ❢♦r♠❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❤✐❜✐t
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ♦❞❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ❢♦r
❛❧♠♦st ❛❧❧ θ0 ∈ RN ✱ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✮ s❛t✐s✜❡s
lim sup
t→∞
|θ(t; θ0)|Wm ≤ ρ(|η|),
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |η| ≤ δ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✭✹✳✶✵✮ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ♦♥Wm✱
t❤✐s ✐♥ t✉r♥s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ✐s s♠❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
|η| ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ♣♦❧✐❝②✳
✸|Wηm|Wm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Wm ❛♥❞ W
η
m✳ ❙❡❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳
❆ s✐♠✐❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✳ ■♥ t❤❛t
r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣
♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❞♦ ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✱ r❡❧②✐♥❣
♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ❧✐♠✐t s❡t✱ ❡①❝❡♣t t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✹✳✹✳✷ ❊✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ N ✐s ♦❞❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s❡t ♦❢
♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts N ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ fη ≡ 0✱ ❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦r♠❛❧❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s s❡t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❛s❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s t❤❡♦r②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡t N ✐s ♥♦t
❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛♥❞ ♥♦ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts
❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✭❝❢✳ ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✮✮✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤✐s
s②st❡♠✱ ❞❡s♣✐t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ♥♦ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ②❡t ❜❡❡♥ r✐❣♦r♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧♠♦st
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ fη ≡ 0✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ st❛t❡s t❤❡ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ N ✐s ❡✈❡♥✳
✹✳✺ ▼❛✐♥ ♣r♦♦❢s
✹✳✺✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶
❚❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts θ∗ ∈ RN ♦❢ ✭✹✳✹✮ s❛t✐s❢②
N∑
j=1
sin(θ∗i + θ
∗
j ) = 0 , ∀i = 1, . . . , N. ✭✹✳✶✸✮
❯s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t② sin(α + β) = sinα cosβ + sinβ cosα✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
sin(θ∗i )a(θ
∗) + cos(θ∗i )b(θ
∗) = 0 , ∀i = 1, . . . , N, ✭✹✳✶✹✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN ✱
a(θ) :=
N∑
j=1
cos(θj), ✭✹✳✶✺✮
❛♥❞
b(θ) :=
N∑
j=1
sin(θj). ✭✹✳✶✻✮
❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
cos(θ∗i ) = −
a(θ∗)
b(θ∗)
sin(θ∗i ), ∀i = 1, . . . , N, ✭✹✳✶✼✮
✇✐t❤ a(θ∗) 6= 0 ❛♥❞ b(θ∗) 6= 0✱ ❛❞♠✐ts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t ✭✹✳✶✼✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✳
❚❤❡♥✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r i ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭✹✳✶✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
N∑
i=1
cos(θ∗i ) = −
a(θ∗)
b(θ∗)
N∑
i=1
sin(θ∗i ),
t❤❛t ✐s✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✹✳✶✺✮✲✭✹✳✶✻✮ ♦❢ a ❛♥❞ b✱
a(θ∗) = −a(θ
∗)
b(θ∗)
b(θ∗),
= −a(θ∗),
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s a(θ∗) = 0 ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✶✹✮✲✭✹✳✶✻✮✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✹✳✶✸✮ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ s❡ts✿
A˜0 := {θ ∈ RN : a(θ) = 0, b(θ) 6= 0, cos(θi) = 0, ∀i = 1, . . . , N},
B˜0 := {θ ∈ RN : b(θ) = 0, a(θ) 6= 0, sin(θi) = 0, ∀i = 1, . . . , N},
N = {θ ∈ R : a(θ) = b(θ) = 0},
✇❤❡r❡ N ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✽✮✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t A˜0 = A0 ❛♥❞ B˜0 = B0✱
✇❤❡r❡ A0 ❛♥❞ B0 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✼✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙t❡♣ ✶✿ B˜0 = B0✳
❋♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱ sin(θi) = 0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t θi = 0 ♠♦❞ π✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t θ
∗ ∈ B˜0 ❤❛s
m0 ❡❧❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♠♦❞ 2π ❛♥❞ mπ ❡❧❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ π ♠♦❞ 2π✳ ❚❤❡ s❡ts I0 ❛♥❞ Iπ ✐♥
✭✹✳✼✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞❡① s❡ts✱ ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t #I0 = m0 ❛♥❞
#Iπ = mπ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a(θ∗) 6= 0 t❤❡♥ ✐♠♣♦s❡s m0 6= mπ✱ t❤❛t ✐s #I0 6= #Iπ✳ ❚❤✐s
s❤♦✇s t❤❛t B˜0 ⊂ B0✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤
❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t B˜0 = B0✳
❙t❡♣ ✷✿ A˜0 = A0✳
❲❡ ♦♠✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ ❛t ✐s ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ❛s ❙t❡♣ ✶✳
✹✳✺✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷
❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ W ✿
H(θ) :=
∂2W
∂θ2
(θ).
❇❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t H = [Hij ]i,j=1,...,N ✇✐t❤✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱
Hii(θ) = −k0(cos(2θi) + si(θ)) ✭✹✳✶✽❛✮
Hij(θ) = −k0 cos(θi + θj), ∀ i 6= j, ✭✹✳✶✽❜✮
✇❤❡r❡
si(θ) :=
N∑
j=1
cos(θi + θj) ∀i = 1, . . . , N. ✭✹✳✶✾✮
■t❡♠ ❛✮✿ ●❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t W (θ) ≥ −k0N2 ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN ✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ W ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
sin2
Å
θ∗i+θ
∗
j
2
ã
= 1✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ t❤❛t ✐s✱ θ∗ =
(π
2 ♠♦❞ π
)
1N ✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✾❛✮✱ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡t Wm ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ W ✳ ❖♥ t❤✐s s❡t✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
cos(θ∗j + θ∗i ) = −1 ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ W ✱ ❣✐✈❡♥
✐♥ ✭✹✳✶✽✮✱ ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✇❡ t❤✉s ❤❛✈❡
H|Wm = k0
Ä
NIN + 1N×N
ä
.
❙✐♥❝❡ H|Wm ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ✇✐t❤ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s✱ ❛❧❧ ✐ts
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❍♦r♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✽✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳✶✵✮✱ t❤❛t ✐s ❛❧❧ t❤❡
♣♦✐♥ts ♦❢ Wm ❛r❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ W ❛♥❞ t❤✉s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r
✭✹✳✹✮✳
■t❡♠ ❜✮✿ ●❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠❛✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ✐t❡♠ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s ❢♦r ■t❡♠ ❛✮✳
■t❡♠ ❝✮✿ ❙❛❞❞❧❡s✳
■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱ ❛❢t❡r ❛ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❞❡①❡s✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts θ∗ ∈ B0 \ WM ❛r❡
s✉❝❤ t❤❛t
θi = 0 ♠♦❞ 2π, ∀i = 1, . . . ,m0,
❛♥❞
θi = π ♠♦❞ 2π, ∀i = m0 + 1, . . . , N,
✇❤❡r❡ m0 ∈ {1, . . . , N}✳ ▲❡t mπ := N − m0 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r i0, i′0 ∈ {1, . . . ,m0} ❛♥❞ iπ, i′π ∈
{m0 + 1, . . . , N}✳ ❙✐♥❝❡
cos(2θi0) = cos(θi0 + θi′0) = cos(2θiπ) = cos(θiπ + θi′π) = 1,
❛♥❞
cos(θi0 + θi0π) = −1,
❜❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✭✹✳✶✽✮ r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ∗ ∈ B0 \ WM ✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ W ❤❛s t❤❡
❢♦r♠
H(θ∗) = −k0
ñ
A 1m0×mπ
1
⊤
m0×mπ B
ô
. ✭✹✳✷✵✮
✇❤❡r❡ A ∈ Rm0×m0 ❛♥❞ B ∈ Rmπ×mπ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
A:= (m0 −mπ)Im0 + 1m0×m0 ✭✹✳✷✶✮
B:= (mπ −m0)Imπ + 1mπ×mπ . ✭✹✳✷✷✮
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs
e1 := (1, 1, 0, . . . , 0)
T
❛♥❞
e2 := (0, . . . , 0, 1, 1)
T .
❙✐♥❝❡
eT1H(θ
∗)e1 = −2k0(m0 −mπ)
❛♥❞
eT2H(θ
∗)e2 = 2k0(m0 −mπ),
❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t m0 6= mπ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱ H(θ∗) ✐s s✐❣♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♠❛❧❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② e1 ♦r e2 ❛t t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ❜②
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② δW1 ❛♥❞ δW2 ✇✐t❤ δW1δW2 < 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts θ
∗ ∈ B0 \Wm ❛r❡ s❛❞❞❧❡s✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤❛t ✐s H(θ∗) ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t H(θ∗) ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡♥ ✐ts ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s
t❤❡r❡ ❡①✐sts a1, . . . , aN ∈ R✱ ♥♦t ❛❧❧ ③❡r♦✱ s✉❝❤ t❤❛t
N∑
j=1
ajHij(θ
∗) = 0, ∀i = 1, . . . , N.
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✷✵✮✱ ✭✹✳✷✶✮✱ ❛♥❞ ✭✹✳✷✷✮✱ ✇❡ ❣❡t
N∑
j=1
ajH1j(θ
∗) = k0

(m0 −mπ + 1)a1 + m0∑
j=2
aj −
N∑
j=m0+1
aj

 = 0 ✭✹✳✷✸✮
N∑
j=1
ajH2j(θ
∗) = k0

(m0 −mπ + 1)a2 + m0∑
j = 1
j 6= 2
aj −
N∑
j=m0+1
aj

 = 0. ✭✹✳✷✹✮
❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ ✭✹✳✷✸✮ t♦ ✭✹✳✷✹✮✱ ✇❡ ❣❡t (m0 − mπ + 1)(a2 − a1) = (a2 − a1)✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t
m0 6= mπ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱ (m0 −mπ + 1) 6= 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② a2 = a1✳ ❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❛t ai = aj ✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥
✭✹✳✷✸✮✱ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r m0 −mπ✱ ♦♥❡ ❣❡ts m0 −mπ = −12 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s✉r❞✱ s✐♥❝❡ m0,mπ ∈ N✳
❍❡♥❝❡ H(θ∗) ✐s ♥♦♥ s✐♥❣✉❧❛r✳ ❚❤r♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡
♣♦✐♥ts θ∗ ∈ A0 \WM ✳
✹✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸
❚❤❡ s❡t N ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✽✮✱ ✐s t❤❡ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
F (·) :=
Ç
a(·)
b(·)
å
: RN → R2, ✭✹✳✷✺✮
✇❤❡r❡ a, b : RN → R2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡✜♥❡s ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ m ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥st❛♥t r❛♥❦ m ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻✮✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ F ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥✬s r❛♥❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t θ ∈ N ✳
■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✹✳✶✺✮✱ ✭✹✳✶✻✮✱ ❛♥❞ ✭✹✳✷✺✮✱ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t
JF (θ) :=
∂F
∂θ
(θ) =
Ç − sin θ1 . . . − sin θN
cos θ1 . . . cos θN
å
. ✭✹✳✷✻✮
❚❤✐s ♠❛tr✐① ❤❛s r❛♥❦ ✷ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥s✳ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts (i, j) ∈ N 6=N ✱ s✉❝❤ t❤❛t
❞❡t
Ç − sin θi − sin θj
cos θi cos θj
å
= sin(θj − θi) 6= 0.
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ F ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✷ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t θ ∈ N ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
sin
Ä
θj − θi
ä
= 0, ∀i, j = 1, . . . , N. ✭✹✳✷✼✮
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✹ θi − θj = 0 ♦r θi − θj = π✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❚❤❛t ✐s✱ r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡
✐♥❞❡①✱ θi = θ0✱ i = 1, . . . , q0✱ ❢♦r s♦♠❡ θ0 ∈ [0, 2π)✱ ❛♥❞ θi = θ0 + π✱ i = q0 + 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡
0 ≤ q0 ≤ N ✳
❈❛s❡ ✶✿ N ✐s ♦❞❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ N ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ✭✹✳✷✼✮ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a(θ) = b(θ) = 0
✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ N ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥② 0 ≤ q0 ≤ N ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
a(θ) = q0 cos(θ0)− (N − q0) cos(θ0) 6= 0, ∀θ0 6∈
ß
π
2
,
3π
2
™
.
■❢ θ0 ∈
¶
π
2 ,
3π
2
©
✱ t❤❡♥
b(θ) = q0 sin(θ0)− (N − q0) sin(θ0) 6= 0,
❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ q0 ≤ N ✳ ❍❡♥❝❡ ✭✹✳✷✼✮ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ θ¯ ∈ N ✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ N ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✭✹✳✷✻✮ ♦❢ F ❤❛s r❛♥❦ 2 ♦♥ N ✳ ❍❡♥❝❡✱ N ✐s ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳
❙✐♥❝❡ N ✐s ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
s✉❜s♣❛❝❡ N⊥✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✹✳✽✮✱ ❛ ❜❛s❡ ❢♦r t❤✐s s✉❜s♣❛❝❡ ❛t θ ∈ N ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (∇a(θ)T ,∇b(θ)T )✳
❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ W r❡str✐❝t❡❞ t♦ N t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s
H(θ) := H|N (θ),
❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts si✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮✱ s❛t✐s❢②
si|N (θ) =
N∑
j=1
cos(θi + θj)|a(θ)=b(θ)=0
=
N∑
j=1
[cos(θi) cos(θj)− sin(θi) sin(θj)] |a(θ)=b(θ)=0
= [cos(θi)a(θ)− sin(θi)b(θ)] |a(θ)=b(θ)=0
= 0,
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✶✽✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
Hij(θ) = −k0 cos(θi + θj), ∀θ ∈ N , ∀i, j = 1, . . . , N. ✭✹✳✷✽✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r H(θ)∇a(θ)T s❛t✐s✜❡s
î
H(θ)∇a(θ)T
ó
i
= = −k0
2
Ñ
N∑
j=1
(− sin θj)(cos θi cos θj − sin θi sin θj)
é
=
k0
2
Ñ
− sin θi
N∑
j=1
sin2 θj + cos θi
N∑
j=1
sin θj cos θj
é
=
k0
2
Ñ
∇a(θ)i
N∑
j=1
sin2 θj+∇b(θ)i
N∑
j=1
sin θj cos θj
é
.
✹❆❧❧ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤♦❧❞s ♠♦❞✉❧♦ 2pi✳ ❲❡ ♦♠✐t t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧♦ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N ✱
H(θ)∇a(θ)T = k0
2
Ñ
∇a(θ)T
N∑
j=1
sin2 θj+∇b(θ)T
N∑
j=1
sin θj cos θj
é
. ✭✹✳✷✾✮
❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N ✱
H(θ)∇b(θ)T = k0
2
Ñ
∇a(θ)T
N∑
j=1
sin θj cos θj +∇b(θ)T
N∑
j=1
cos2 θj
é
. ✭✹✳✸✵✮
❉❡✜♥✐♥❣
H⊥(θ) := H|N⊥(θ),
❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✵✮✱ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (∇a(θ)T ,∇b(θ)T )✱ H⊥(θ) ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②
H⊥(θ) = k0
2
Ç
α(θ) −γ(θ)
γ(θ) −β(θ)
å
, ✭✹✳✸✶✮
✇❤❡r❡
α(θ) :=
N∑
j=1
sin2 θj ,
β(θ) :=
N∑
j=1
cos2 θj ,
❛♥❞
γ(θ) :=
N∑
j=1
sin θj cos θj .
❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ H⊥ ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
λ±(θ) =
k0
2


Ñ
N∑
j=1
sin2 θj
é
− N
2
±
Õ
N2
4
−
Ñ
N∑
j=1
sin θj cos θj
é2 . ✭✹✳✸✷✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ✭♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✮ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ N ✐s ♦❞❞✳
❈❧❛✐♠ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s λ− ❛♥❞ λ+ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✷✮ s❛t✐s❢② λ−(θ) < 0 < λ+(θ) ❢♦r ❛❧❧
θ ∈ N ✳
❈❛s❡ ✷✿ N ✐s ❡✈❡♥✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ N ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣s ♦❢ ✐♥❞❡①❡s
I0 = {i1, . . . , iN
2
} , Iπ = {iN
2
+1, . . . , iN},
✇❤❡r❡ ij ∈ {1, . . . , N} ❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , N ✱ s✉❝❤ t❤❛t
I0 ∩ Iπ = ∅.
▲❡t
N0 :=
¶
θ ∈ RN : θi = θ0, ∀i ∈ I0, θi = θ0 + π, ∀i ∈ Iπ, θ0 ∈ R} . ✭✹✳✸✸✮
N0 ✐s ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② θ0✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✼✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts
✐♥ N0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ a(θ) = b(θ) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N0✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t N0 ⊂ N ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❡①❛❝t❧② 2N ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣✐♥❣s {I0, Iπ}✳ ▲❡t N0i ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✸✸✮ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ i✲t❤ ❣r♦✉♣✐♥❣✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ❈❛s❡ ✶✱ ♥♦ ♦t❤❡r s❡ts t❤❛♥
⋃2N
i=1N0i ✐♥
✇❤✐❝❤ ✭✹✳✷✼✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ N ✳ ❉❡✜♥❡
N˜ := N \ N0.
❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❈❛s❡ ✶✱ N˜ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ± ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✷✮✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i = 1, . . . , 2N ✱ t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ N0i ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜♠❛♥✲
✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N/2✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐❢ ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❛r✐s❡✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ✐♥❞❡① i✳ ▲❡t
ei ∈ RN/2 ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛❧❧ ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ❛♣❛rt 1 ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s {ei}i=1,...,N
2
❢♦r♠s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s❡ ♦❢ RN/2✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✸✮✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
✭✹✳✹✮ ♦♥ N0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ❛❢t❡r ❛ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s✱ ❛s
H0(θ0) = −k0 sin(2θ0)
ñ
1N/2×N/2 −1N/2×N/2
−1N/2×N/2 1N/2×N/2
ô
.
❋♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N/2 ❛♥❞ ❛❧❧ θ0 ∈ R✱
H0(θ0)
Ç
ei
ej
å
= 0.
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ θ⋆ ∈ N0 t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ t♦ N0 ❛t θ⋆ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ N/2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡♥t❡r s♣❛❝❡
Ec✱ s❛t✐s❢②✐♥❣
Ec = s♣❛♥
®Ç
e1
e1
å
,
Ç
e2
e2
å
, . . . ,
Ç
eN/2
eN/2
å´
.
❚❤✐s ❝❡♥t❡r s♣❛❝❡ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ N/2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Mc✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Mc :=

θ ∈ RN : θ = θ⋆ +
N/2∑
i=1
ai
Ç
ei
ei
å
, ai ∈ R, i = 1, . . . , N/2


◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱Mc ⊂ N ✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞Mc ❛r❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✹✮✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ N0✳ ❋r♦♠ ✭❙✐❥❜r❛♥❞✱ ✶✾✽✺✱
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✬ ✲ ❈❛s❡ ✭✐✐✮✮ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❇② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤❡♦r❡♠
✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r ❛♥❞ ❍♦❧♠❡s✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✮✱ ❢♦r ❛❧❧ θ⋆ ∈ N0✱ t❤❡ ♦♥❧② ♦t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s θ⋆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ N/2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ M⊥ t❤❛t ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ E⊥c ✳
❙✐♥❝❡ N0 ⊂ Mc✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ N0 ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
N/2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ M⊥✳
✹✳✺✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹
❈❛s❡ ✶✿ N ✐s ❡✈❡♥✳
▲❡tN ❜❡ ❛s ✐♥ ✭✹✳✽✮✱ ❧❡t N˜ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✱ ❛♥❞ ❧❡t N˜ s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢
N˜ ✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✱ N˜ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ t❤❛t N˜ s ❤❛s ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ▲❡♠♠❛
✹✳✸✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ N ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ N˜ ❢♦r♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s N0i✱
i = 1, . . . , 2N ✳ ❚❤❡ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ N0i ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ N/2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞
N s0i✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ s❡t
C0 := N ∪N s ∪
2N⋃
i=1
N s0i.
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t µ(C0) = 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
D := RN \ C0.
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ D ✐s ♦♣❡♥✱ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ✭✹✳✹✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❍❡♥❝❡ ❜② ✭❍✐rs❝❤ ❛♥❞ ❙♠❛❧❡✱ ✶✾✼✹✱ ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✹✮✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✮ t♦ D ✐s ❛
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧
θ0 ∈ D✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ0 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ Wm ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t µ(C0) = 0✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ θ0 ∈ RN ✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
st❛rt✐♥❣ ❛t θ0 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ Wm✳
❈❛s❡ ✷✿ N ✐s ♦❞❞✳
▲❡t N ❜❡ ❛s ✐♥ ✭✹✳✽✮✱ ❛♥❞ ❧❡t N s ❜❡ ✐ts st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✱ N ✐s ♥♦r♠❛❧❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ t❤❛t
N s ❤❛s ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥
❝❛s❡ ✇✐t❤ C0 = N s✳
✹✳✺✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wη ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✶✮ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ W
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✮✱ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F η✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ✹✳✸✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡ts ♦❢ ✭✹✳✹✮✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✺✮✱ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦r ♥♦r♠❛❧❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ♣❡rs✐st ✉♥❞❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡✐r st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥
♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ✭✹✳✶✶✮ ❞✐r❡❝t❧② s✐♥❝❡✱ ✭✹✳✶✶✮ ❜❡✐♥❣
❧♦✇❡r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐sts tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t r✉♥ ♦✛ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ✇❡ st✉❞②
t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮
t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳
❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛
❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : RN → RN ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ‖¯F ‖¯ ✐ts s✉♣✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱ t❤❛t ✐s ‖¯F ‖¯ :=
supθ∈RN |F (θ)|✳ ❲❡ ♥❡①t ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ C∞✲t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭●♦❧✉❜✐ts❦② ❛♥❞ ●✉✐❧❧❡♠✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤✐s t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ n ∈ N✱ m1, . . . ,mn ∈ N✱
❛♥❞ M ∈ Rm1×...×mn ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s |M | t❤❡ ✭❡♥tr②✲✇✐s❡✮ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ M ✱ t❤❛t ✐s |M | :=»∑m1
i1=1
. . .
∑mn
in=1
M2i1,...,in ✳ ◆♦t❡ t❤❛t | · | ✐s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ Rm1×...×mn ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② s❤♦✇♥
❜② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ♠❛♣♣✐♥❣ Rm1×...×mn t♦ Rm1m2...mn ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ n = 1✱ | · |
✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r n = 2 ✐t ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ F : RN → Rm1×...×mn ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐ts s✉♣✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛s ‖¯F ‖¯ := supθ∈RN |F (θ)|✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ r ∈ N✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Cr✲♥♦r♠ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : RN → RN ✇✐t❤
❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛s ‖¯F ‖¯r := supn=0,...,r ‖¯F (n)‖¯✱ ✇❤❡r❡ F (n) : RN → R
n+1 times
N×...×N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n✲
t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ F ✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛❧❧ i, i1, . . . in ∈ 1, . . . , N ✱
(
F
(n)
i
)
i1...in
(θ) = ∂
nFi
∂θi1 ...∂θin
(θ)✱
✐❢ n ≥ 1✱ ❛♥❞ F (0)i (θ) = Fi(θ)✳ ❚❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣② ✐s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ Cr ♥♦r♠s✱ r ∈ N✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜②
C∞−−→✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s {F ν}ν∈Rn×m ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ν ∈ Rn×m✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
F ν
C∞−−−→
|ν|→0
0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ F ν ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s (F ν)(r)✱ r ∈ N✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②
t♦ ③❡r♦ ❛s |ν| → 0 ✭●♦❧✉❜✐ts❦② ❛♥❞ ●✉✐❧❧❡♠✐♥✱ ✶✾✼✸✱ P❛❣❡ ✹✸✮✳
❲❡ ♥❡①t st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✷✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ fη ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣② ❛s |η| t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
fη ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ Cr✲♥♦r♠s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |η| ✐s s♠❛❧❧✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❈❧❛✐♠ ✹✳✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fη ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① η ∈ RN×(1+2N)
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✮✳ ❚❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
fη
C∞−−−→
|η|→0
0.
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ̺✱ s✉❝❤ t❤❛t ‖¯fη‖¯r ≤ ̺(|η|)✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳
❙t❡♣ ✶✿ ❇♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ❛s ❛ ✭❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞✮ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✭✹✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ ✭✹✳✶✮
✐s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wη✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ W ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
♦❢ ✭✹✳✶✮ r❡❛❞s
W˙ (θ) := −∇W⊤η (θ)∇W (θ) = −∇ (W (θ) + F η(θ))⊤∇W (θ)
= −|∇W (θ)|2 + (fη(θ))⊤∇W (θ). ✭✹✳✸✹✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✹✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
|∇W (θ)| > 2‖¯fη‖¯ ⇒ W˙ (θ) < −|∇W (θ)|
2
2
. ✭✹✳✸✺✮
◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ fη ✐s 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ‖¯fη‖¯ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳
▲❡t F0 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ W ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥
∇W (θ) = 0 ⇔ θ ∈ F0. ✭✹✳✸✻✮
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ |∇W | : RN → R≥0 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ts✐❞❡ F0✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ |∇W |✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ K ❢✉♥❝t✐♦♥
σ s✉❝❤ t❤❛t
|∇W (θ)| ≥ σ(|θ|F0), ∀θ ∈ RN . ✭✹✳✸✼✮
▲❡t
δσ :=
1
2
lim
s→∞σ(s). ✭✹✳✸✽✮
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ✭✹✳✸✼✮✱ σ ∈ K\K∞ ✭✐✳❡✳ σ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✮ ❛♥❞ t❤✉s δσ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ ‖¯fη‖¯ < δσ✱
t❤❡♥ σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ä
✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✼✮ ②✐❡❧❞
|θ|F0 ≥ σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ä
⇒ W˙ (θ) < −|∇W (θ)|
2
2
. ✭✹✳✸✾✮
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ W ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❡t B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää✳ ▲❡t δ1 ❜❡
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡ts ♦❢ W ✱ ✐✳❡✳
δ1 := min
ß
min
θa,θb∈A0∪B0∪Wm∪WM ,θa 6=θb
|θa − θb|, inf
θ∈A0∪B0∪Wm∪WM
|θ|N
™
. ✭✹✳✹✵✮
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t δ1 > 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ W ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ δ1 ♦♥ ❛♥② ❤②♣❡r❝✉❜❡
C2π ⊂ RN ♦❢ s✐❞❡ 2π✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ♦❢ RN ✳ ❙✐♥❝❡ N ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡t A0∪B0∪Wm∪WM ✇✐t❤ ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳
δ1 ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t
❝♦♠♣❛❝t s❡t✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✐ts ♣♦s✐t✐✈✐t②✳
❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✾✮ ♣❡r♠✐ts t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢W ❢❛r ❢r♦♠ ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱
✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ δ1 > 0✳ ❚❤✐s st✉❞②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✭✹✳✶✮ ♥❡❛r t❤❡
✉♥st❛❜❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡ts ♦❢ W ✱ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ η✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢
fη ✭❝❢✳ ❈❧❛✐♠ ✹✳✼ ❛❜♦✈❡✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ t♦ ❛ ❢♦r✇❛r❞
✐♥✈❛r✐❛♥t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ W ✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✱
✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✸ ❛♥❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ✭❆♥❣❡❧✐ ❛♥❞ Pr❛❧②✱ ✷✵✶✶✱ Pr♦♦❢ ♦❢
❈❧❛✐♠ ✶✮✱ ♣r♦✈❡s t❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳
❈❧❛✐♠ ✹✳✽✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |η| < δ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜❧❡✈❡❧ s❡t Qc ♦❢ W ✱
✇✐t❤ Qc ⊂ B
Ä
Wm, δ14
ä
✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ0 ∈ RN ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts T > 0✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✶✮ st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ0 s❛t✐s✜❡s
θ(t; θ0) ∈ Qc, ∀t ≥ T.
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✶✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳
❙t❡♣ ✷✿❆❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❙✐♥❝❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✶✮ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t st❛rt ♦♥
t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ ✉♥st❛❜❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♠✉st ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ Wη✳ ■t t❤✉s r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❛s❡ f
η 6≡ 0✱ t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ Wη ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ♦❢ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡
❞♦ t❤✐s ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts ❛♥❞ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✱
✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣❡rs✐sts ✉♥❞❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧
s♠♦♦t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐✜❡r ✏s♠❛❧❧✑ ❤❡r❡✱
✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ C∞✱ ♦r ❲❤✐t♥❡②✱ t♦♣♦❧♦❣② s❡♥s❡ ✭●♦❧✉❜✐ts❦② ❛♥❞ ●✉✐❧❧❡♠✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ❈❤❛♣t❡r
✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❈❧❛✐♠ ✹✳✼ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ fη ❛r❡ s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ C∞✲♥♦r♠✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
|η| ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t θ∗ ♦❢ ✭✹✳✺✮ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ A0∪B0∪Wm∪WM ✱
✇❤❡r❡ A0 ❛♥❞ B0 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ Wm ❛♥❞ WM ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✾❛✮ ❛♥❞
✭✹✳✾❜✮✱ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ δθ∗ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢
|η| ≤ δθ∗ ✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮ st✐❧❧ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥t θ∗η t❤❛t ✐s |η|✲♥❡❛r t♦ θ∗✱ t❤❛t ✐s
lim
η→0 |θ
∗
η − θ∗| = 0.
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ θ∗η ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ❛♥❞ ❛r❡
|η|✲♥❡❛r ✐♥ t❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣②✺ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ θ∗✳ ▲❡t
δisolated := min{δθ∗ : θ∗ ∈ A0 ∪B0 ∪Wm ∪WM},
✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡t A0 ∪ B0 ∪Wm ∪WM ✐s 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❝✉❜❡ C2π ⊂ RN ♦❢ s✐❞❡ 2π✳ ■♥✈♦❦✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❈❧❛✐♠ ✹✳✼ ❛♥❞
✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ2 > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |η| ≤ δ2✱ t❤❡♥ fη ❤❛s ❛
✉♥✐q✉❡ s♠♦♦t❤ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ Nη✱ |η|✲♥❡❛r t♦ N ✐♥ t❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣②✱
t❤❛t ✐s
Nη C
∞−−−→
|η|→0
N ,
❛♥❞ ✇❤♦s❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ❛♥❞ ❛r❡ |η|✲♥❡❛r ✐♥ t❤❡
C∞ t♦♣♦❧♦❣② t♦ t❤♦s❡ ♦❢ N ✳ ❋♦r |η| ≤ min{δ2, δisolated}✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ Wη
❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t Wηm✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥ ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s
lim
η→0 |W
η
m|Wm = 0.
❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✹✳✶✷✮ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤✉s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧
δ ≤ min{δ2, δisolated}.
❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦♣❡♥✱
❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐s ♦❢
③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❋♦r |η| ≤ δ2✱ ❧❡t N sη ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ Nη ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
Dη = RN \ N sη .
❙✐♥❝❡ N ❤❛s ♦♥❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦ ❞♦❡s N sη ✳ ❚❤✉s µ(N sη ) = 0✱ t❤❛t ✐s t❤❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Dη ❤❛s ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ |η| ≤ min{δisolated, δ2}✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ Dη ✐s ♦♣❡♥✱ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ✭✹✳✹✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✮ t♦ Dη ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❋r♦♠ ✭❍✐rs❝❤ ❛♥❞ ❙♠❛❧❡✱ ✶✾✼✹✱ ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✹✮ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡
❜♦✉♥❞❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Dη ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❡t Wηm ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ Wη✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② s✐♥❝❡ ♦❢ |η| ≤ δisolated✳ ■♥✈♦❦✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✹✳✽✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ η s✉❝❤ t❤❛t
|η| < δ✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r
|η| < δ := min{δisolated, δ2, δ},
❛❧♠♦st ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Dη ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ Wηm ♦❢ Wη✳
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ Dη ✐♥ RN ❤❛s ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ 
✺❚❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡♠✲
❜❡❞❞✐♥❣s ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❊♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳✹✮
✹✳✻ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s
✹✳✻✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✹✳✻
❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t λ˜±(θ) 6= 0 ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N˜ ✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛t λ˜±(θ) = 0✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❢r♦♠ ✭✹✳✸✷✮ t❤❛t
2
N∑
j=1
sin2 θj −N = ∓
Õ
N2 − 4
Ñ
N∑
j=1
sin θj cos θj
é2
,
t❤❛t ✐s Ñ
N∑
j=1
sin2 θj
é2
−N
N∑
j=1
sin2 θj +
Ñ
N∑
j=1
sin θj cos θj
é2
= 0. ✭✹✳✹✶✮
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t
Ä∑N
j=1 sin
2 θj
ä2
=
∑N
ij=1(sin θi sin θj)
2✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t② sin a sin b =
1
2(sin(a− b)− sin(a+ b))✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛tÑ
N∑
j=1
sin2 θj
é2
=
1
4
N∑
ij=1
î
cos(θi − θj)− cos(θi + θj)
ó2
. ✭✹✳✹✷✮
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t Ñ
N∑
j=1
sin θj cos θj
é2
=
N∑
ij=1
sin θi cos θi sin θj cos θj ,
❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t② sin a cos b = 12(sin(a+ b) + sin(a− b))✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛tÑ
N∑
j=1
sin θj cos θj
é2
=
1
4
N∑
ij=1
î
sin2(θi + θj)− sin2(θi − θj)
ó
=
1
4
N∑
ij=1
î
sin(θi + θj) + sin(θi − θj)
ó2 − 1
4
N∑
ij=1
2 sin(θi + θj) sin(θi − θj)−
1
4
N∑
ij=1
2 sin2(θi − θj)
=
1
4
N∑
ij=1
î
sin(θi + θj) + sin(θi − θj)
ó2 − 1
4
N∑
ij=1
2 sin2(θi − θj),
✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∑N
i,j=1 sin(θi + θj) sin(θi − θj) = 0 ❢♦r ❛❧❧ θ✳
▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
1
4
[ N∑
ij=1
Ä
cos(θi − θj)− cos(θi + θj)
ä2
+
Ä
sin(θi + θj) + sin(θi − θj)
ä2]
=
1
2
N2 − 1
2
N∑
ij=1
[Ä
cos(θi − θj) cos(θi + θj)− sin(θi + θj) sin(θi − θj)
ä]
=
1
2
N2 − 1
2
N2 +N
N∑
j=1
sin2 θj = N
N∑
j=1
sin2 θj , ✭✹✳✹✸✮
✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
N∑
ij=1
cos(θi − θj) cos(θi + θj) =
N∑
ij=1
1
2
(cos 2θi + cos 2θj) = N
N∑
j=1
cos 2θj = N
2 − 2N
N∑
j=1
sin2 θj .
❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭✹✳✹✷✮✲✭✹✳✹✸✮ ✐♥t♦ ✭✹✳✹✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
λ˜±(θ) = 0 =⇒
N∑
ij=1
2 sin2(θi − θj) = 0,
t❤❛t ✐s sin(θi − θj) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✷✼✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t λ˜±(θ) 6= 0✱
❢♦r ❛❧❧ θ ∈ N˜ ✳
❙✐♥❝❡ λ˜± ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝r♦ss ③❡r♦✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✳ ❚♦ ♣r♦✈❡
t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐t t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ θ∗✱ s✉❝❤ t❤❛t λ˜+(θ∗) > 0 ❛♥❞ λ˜−(θ∗) < 0✳
❈♦♥s✐❞❡r θ∗ s✉❝❤ t❤❛t θ∗i = 2π
(i−1)
N ✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝✐r❝❧❡✻✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✸✷✮✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
λ˜±(θ∗) = 2
N∑
j=1
sin2 θ∗j −N ±N.
❚❤❛t ✐s
λ˜+(θ
∗) = 2
N∑
j=1
sin2 θ∗j > 0,
❛♥❞✱ s✐♥❝❡
∑N
j=1 sin
2 θ∗j < N ✱
λ˜−(θ∗) = −2N − 2
N∑
j=1
sin2 θ∗j < 0.

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❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t fη ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦ ③❡r♦ ❛s |η| → 0 ✭●♦❧✉❜✐ts❦② ❛♥❞ ●✉✐❧❧❡♠✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳
❚❤❛t ✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢
|η| ≤ δ✱ t❤❡♥ ‖¯(fη)(n)‖¯ ≤ ǫ✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ❧❡t S ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
S := {sin(·),− sin(·), cos(·),− cos(·)}✳
✻❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣❧✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ‖¯(fη)(n)‖¯ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ i, i1, . . . , in ∈
1, . . . , N ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN ✱
∂nfηi
∂θin . . . ∂θi1
(θ) =


(a) : ωi +
N∑
j=1
(k˜ij + γ˜ij)ς1(θj − θi)−
N∑
j=1
γ˜ijς2(θj + θi), ♦r
(b) :
N∑
j=1
(k˜ij + γ˜ij)ς3(θj − θi)−
N∑
j=1
γ˜ijς4(θj + θi), ♦r
(c) : (k˜iij + γ˜iij )ς5(θij − θi)− γiij ς6(θij + θi), j ∈ {1, . . . , n} ♦r
(d) : 0,
✭✹✳✹✹✮
✇❤❡r❡ ς1, . . . , ς6 ∈ S✳ ❙✐♥❝❡ ✭✹✳✹✹✮ ❤♦❧❞s ❢♦r n = 0✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
✭✹✳✹✹✮ ❤♦❧❞s ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝❛s❡s (a), (b)✱ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
∂n+1fηi
∂θin+1 . . . ∂θi1
(θ) =


N∑
j=1
(k˜ij + γ˜ij)ς7(θj − θi)−
N∑
j=1
γ˜ijς8(θj + θi), ✐❢ in+1 = i✱
(kiin+1 + γ˜iin+1)ς9(θin+1 − θi)− γiin+1ς10(θin+1 + θi), ✐❢ in+1 6= i✱
✇❤❡r❡ ς7, . . . , ς10 ∈ S✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ (c)✱
∂n+1fηi
∂θin+1 . . . ∂θi1
(θ) =
{
(k˜iij + γ˜iij )ς11(θij − θi)− γiij ς12(θin + θi), ✐❢ in+1 ∈ {i, ij}✱
0, ✐❢ in+1 6∈ {i, ij}✱
✇❤❡r❡ ς11, ς12 ∈ S✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❛s❡ (d)✱
∂n+1fηi
∂θin+1 . . . ∂θi1
(θ) = 0,
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t ✭✹✳✹✹✮ ❤♦❧❞s ❢♦r n + 1✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✭✹✳✹✹✮ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✳
●✐✈❡♥ ❛ ♠❛tr✐① M ∈ Rn×m✱ ❧❡t |M |max ❞❡♥♦t❡ ✐ts ♠❛① ✭❡♥tr②✲✇✐s❡✮ ♥♦r♠✱ t❤❛t ✐s |M |max :=
maxi=1,...,n,
j=1,...,m
|Mij |✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t |ς(ϑ)| ≤ 1✱ ❢♦r ❛❧❧ ς ∈ S ❛♥❞ ❛❧❧ ϑ ∈ R✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
✭✹✳✹✹✮ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ RN∣∣∣∣∣ ∂
nfηi
∂θin . . . ∂θi1
(θ)
∣∣∣∣∣ ≤ (1 + 3N)max¶|ω|max, |k˜|max, |γ˜|max© ,
❛♥❞✱ t❤✉s✱
‖¯(fη)(n)‖¯ ≤ Nn+1(1 + 3N)max
¶
|ω|max, |k˜|max, |γ˜|max
©
≤ Nn+1(1 + 3N)|η|. ✭✹✳✹✺✮
❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ n ∈ N ❛♥❞ ǫ > 0✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ‖¯(fη)(n)‖¯ < ǫ ❢♦r ❛❧❧ η s✉❝❤ t❤❛t |η| < ǫ
Nn+1(1+3N)
✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ ●✐✈❡♥ r ∈ N✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ ✭✹✳✹✺✮ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ R≥0✱ ̺(x) = N r+1(1 + 3N)x
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❲❡ st❛rt ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✹✳✼✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❝❧❛ss K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ1✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ η ∈ RN×(1+2N)✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
‖¯fη‖¯ ≤ ρ1(|η|). ✭✹✳✹✻✮
❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✾✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐❢ ‖¯fη‖¯ < δσ✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✶✮ ❝❛♥ s♣❡♥❞ ❛t ♠♦st ❛
✜♥✐t❡ t✐♠❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❡t B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✼✮✱
inf
θ∈RN\B(F0,σ−1(2‖¯fη ‖¯))
|∇W (θ)|2
2
≥ 1
2
σ
Ä
σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää2
= 2‖¯fη‖¯2. ✭✹✳✹✼✮
❘❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✼✮ ✐♠♣❧② t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ0 ∈ RN ✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✮
s❛t✐s✜❡s
W (θ(t, θ0)) < W (θ0)− 2‖¯fη‖¯2t, ✭✹✳✹✽✮
❢♦r ❛❧❧ t s✉❝❤ t❤❛t θ(s; θ0) ∈ RN \ B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää ❢♦r ❛❧❧ s ∈ [0, t)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
θ(t, θ0) ∈ RN \ B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää , ∀t ≥ 0.
❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✹✽✮✱ W (θ(t, θ0))→ −∞ ❛s t→ +∞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t W ✐s ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ θ0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ≤ T <∞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭✹✳✶✮ st❛rt✐♥❣ ❛t θ0 ❡♥t❡rs t❤❡ s❡t B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää ❛t t✐♠❡ T ✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ θ0 ❧✐❡s ✐♥ B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää✳
❈❛s❡ ✶✿ θ0 ∈ B
Ä
Wm, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜❧❡✈❡❧ s❡tQc ♦❢W t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s B
Ä
Wm, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜❧❡✈❡❧ s❡t Qc ♦❢ W ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ B
Ä
Wm, δ14
ä
✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✾❛✮ ♦❢ Wm✱ Qc ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
Qc =
⋃
k∈Z
Qc,k, ✭✹✳✹✾✮
✇❤❡r❡
Qc,k := B
ÅÅ
π
2
+ kπ
ã
1N ,
δ1
4
ã
∩Qc, ∀k ∈ Z, ✭✹✳✺✵✮
✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ δ1 ✐♥ ✭✹✳✹✵✮✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t B
Ä(π
2 + kπ
)
1N ,
δ1
4
ä
∩
B
Ä(π
2 + k
′π
)
1N ,
δ1
4
ä
= ∅✱ ❢♦r ❛❧❧ k, k′ ∈ Z✱ k 6= k′✱ ❛♥❞ t❤✉s
Qc,k ∩Qc,k′ = ∅,
✇❤❡♥❡✈❡r k 6= k′✳ P✐❝❦ δm > 0 s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t
B
Ä
Wm, σ−1 (2δm)
ä
⊂ Qc. ✭✹✳✺✶✮
■❢ ‖¯fη‖¯ < min{δm, δσ}✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ ∂Qc✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t |θ|Wm > σ−1(2‖¯fη‖¯) ❛♥❞ |θ|F0\Wm >
δ1
4 > σ
−1(2‖¯fη‖¯)✳ ■t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✸✾✮ t❤❛t✱ ✐❢ ‖¯fη‖¯ < min{δm, δσ}✱ t❤❡♥
max
θ∈∂Qc
W˙ (θ) < 0,
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✭❝❢✳ ❡✳❣✳ ✭■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✾✱ ❘❡♠❛r❦ ✶✵✳✶✳✷✮✮ t❤❛t Qc ✐s ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❇② ✭✹✳✺✶✮✱
✐❢ ‖¯fη‖¯ < min{δm, δσ}✱ t❤❡♥ B
Ä
Wm, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
⊂ Qc✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✶✮
s❛t✐s❢②
θ0 ∈ B
Ä
Wm, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
⇒ θ(t; θ0) ∈ Qc, ∀t ≥ 0.
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✐♥❝❡ Qc ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ✭❝❢✳ ✭✹✳✹✾✮✮✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ0 ∈ B
Ä
Wm, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✶✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
|η| ≤ ρ−11 (min{δm, δσ})✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✻✮✳
❈❛s❡ ✷✿ θ0 ∈ B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ✇✐t❤ ξ ∈ F0✱ ✇❤❡r❡ F0 :=
{
N ,
¶
{x} : x ∈ {A0∪B0∪WM
©}
✳
❲❡ str❡ss t❤❛t ❜② ξ ∈ F0 ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ξ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ ξ = {x}✱ ✇✐t❤ x ∈ A0 ∪ B0 ∪ WM ✱ ♦r t❤❛t ξ ✐s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ N ✱ ✐✳❡✳ ξ = N ✳ ❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧
|η|✱ ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡t B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ξ ∈ F0✱ ❧❡❛✈❡s t❤❡ s❡t B
Ä
ξ, δ12
ä
✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ δ1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✵✮✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✱ ξ ✐s ❡✐t❤❡r ♠❛❞❡ ♦❢
❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ♦r ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❆s ♣r♦✈❡❞ ✐♥
❈❧❛✐♠ ✹✳✼ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ t❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ fη ✐s s♠❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |η| ✐s s♠❛❧❧✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
fη
C∞−−−→
|η|→0
0.
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ✐♥ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮ t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts δξ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |η| < δξ✱
t❤❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✶✮ st✐❧❧ ❤❛s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ♦r ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♥♦r♠❛❧❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ξη✱ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ |η|✲♥❡❛r ❢r♦♠ ξ ✐♥ t❤❡ C∞ t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❛t ✐s
ξη
C∞−−−→
|η|→0
ξ,
❛♥❞ ✇❤♦s❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s ❛♥❞ ❛r❡ |η|✲♥❡❛r ✐♥ t❤❡
C∞ t♦♣♦❧♦❣② t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ξ✳ ❋♦r
|η| < min
ß
ρ−11
Å
1
2
σ
Å
δ1
4
ãã
, δξ
™
,
✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✸✾✮ t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ s❡ts ❛♣❛rt ❢r♦♠ ξη ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ B
Ä
ξ, δ12
ä
✳ ■t ❛❧s♦
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✐♥ B
Ä
ξ, δ12
ä
✐s t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ξη✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ξ ∈ F0✱ ξ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ξ✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t ♦❢ ξη✱ ❤❛s ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❢
|η| < min
¶
ρ−11
Ä
1
2σ
Ä
δ1
4
ää
, δξ
©
✱ t❤❡♥
B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
⊂ B
Å
ξ,
δ1
4
ã
⊂ B
Å
ξ,
δ1
2
ã
.
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ0 ∈ B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 < T1 <
T2✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✶✮ s❛t✐s✜❡s
θ(T1; θ0) 6∈ B
Å
ξ,
δ1
4
ã
, θ(T2; θ0) 6∈ B
Å
ξ,
δ1
2
ã
.
▲❡t
δ = min
ξ∈F0
δξ,
✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜② t❤❡ 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢W ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡t F0 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❝✉❜❡ C2π ⊂ RN ♦❢ s✐❞❡ 2π✳
❆s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥✱ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✹✽✮✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✶✮ ❝❛♥ s♣❡♥❞ ❛t ♠♦st ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❜❛❧❧ B
Ä
F0, σ
−1 Ä2‖¯fη‖¯ää✱ ✇❤❡r❡ F0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✻✮✳ ❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱
✐❢
|η| < min
ß
ρ−11
Å
1
2
σ
Å
δ1
4
ãã
, δ
™
,
✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ θ0 ∈ B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ξ ∈ F0✱ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts
0 ≤ τ1 < τ2 < τ3 < τ4 < τ5✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✶✮ st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ0 s❛t✐s✜❡s
|θ(τ1, θ0)|ξ = σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ä
, ✭✹✳✺✷❛✮
|θ(τ2, θ0)|ξ = δ1
4
, ✭✹✳✺✷❜✮
|θ(τ3, θ0)|ξ = δ1
2
, ✭✹✳✺✷❝✮
|θ(τ4, θ0)|ξ′ = δ1
4
, ✭✹✳✺✷❞✮
|θ(τ5, θ0)|ξ′ = σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ä
, ✭✹✳✺✷❡✮
✇❤❡r❡
ξ′ ∈ F0 ∪
¶
{x} : x ∈ Wm
©
.
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ |η| ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❤❡♥ ✐t ♥❡❝❡ss❛r② ❤♦❧❞s t❤❛t
x ∈ ξ, x′ ∈ ξ′ ⇒ W (x′) < W (x),
t❤❛t ✐s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❤❛s ♠♦✈❡❞ t♦✇❛r❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇❡r W ✲❧❡✈❡❧ s❡t✳ ❲❡
❦♥♦✇ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✾✮ t❤❛t W ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [τ1, τ2) ∪ (τ4, τ5]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥
❡①♣❧✐❝✐t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ W ♦♥ [τ2, τ4]✳ ▲❡t
ǫ0 =
1
2
min
θ∈RN\B
Ä
F0,
δ1
4
ä |∇W (θ)|2 ✭✹✳✺✸✮
❜❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢W ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
❝❛s❡ ✭ω = 0✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✸✹✮ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts δ′ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ ‖¯fη‖¯ < δ′✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡
♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡
max
θ∈RN\B
Ä
F0,
δ1
4
ä W˙η(θ) = max
θ∈RN\B
Ä
F0,
δ1
4
ä Ä−|∇W (θ)|2 + fη(θ)⊤∇W (θ)ä < −ǫ0. ✭✹✳✺✹✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t
Mf := 2 max
θ∈RN\B
Ä
F0,
δ1
4
ä |∇W (θ)|, ✭✹✳✺✺✮
❜❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❛s❡✱ ❛♥❞✱ ❛❣❛✐♥ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ♣✐❝❦ δ′′ > 0 s✉❝❤ t❤❛t
‖¯fη‖¯ < δ′′ ⇒ max
θ∈RN\B
Ä
F0,
δ1
4
ä |∇W (θ) + fη(θ)| ≤ Mf . ✭✹✳✺✻✮
■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✺✷❜✮✱ ✭✹✳✺✷❝✮✱ ❛♥❞ ✭✹✳✺✷❞✮ t❤❛t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [τ2, τ4] t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
❤❛s tr❛✈❡❧❡❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ δ12 ✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✺✻✮ ✐t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐❢ |η| <
min
¶
ρ−11
Ä
1
2σ
Ä
δ1
4
ää
, δ, ρ−11 (δ
′′)
©
✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [τ2, τ4] t♦ tr❛✈❡❧ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ s❛t✐s✜❡s
τ4 − τ2 ≥ δ1
2Mf
.
❯s✐♥❣ ✭✹✳✺✹✮✱ ✐❢
|η| < min
ß
ρ−11
Å
1
2
σ
Å
δ1
4
ãã
, δ, ρ−11 (δ
′), ρ−11 (δ
′′)
™
,
t❤❡♥
W (θ(τ4, θ0))−W (θ(τ2, θ0)) < ∆Wmin := −ǫ0 δ1
2Mf
. ✭✹✳✺✼✮
❉❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ δWin(‖¯fη‖¯) ♦❢ W ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡ts B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ❢♦r ξ ∈ F0
❛s
δWin(‖¯fη‖¯) := max
ξ∈F0
(
max
θ∈B(ξ,σ−1(2‖¯fη ‖¯))
W (θ)− min
θ∈B(ξ,σ−1(2‖¯fη ‖¯))
W (θ)
)
. ✭✹✳✺✽✮
■❢∆Wmin > δWin(‖¯fη‖¯)✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✶✮ ♠✉st ❡♥t❡r ❛t t✐♠❡ τ5 ❛ s❡t B
Ä
ξ′, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✇✐t❤ W (x′) < W (x)✱ ❢♦r ❛❧❧ x′ ∈ ξ′ ❛♥❞ ❛❧❧ x ∈ ξ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈
B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
W (θ) ≥ max
θ∈B(ξ,σ−1(2‖¯fη ‖¯))
W (θ)− δWin(‖¯fη‖¯).
❙✐♥❝❡
W (θ(τ1, θ0)) ≤ max
θ∈B(ξ,σ−1(2‖¯fη ‖¯))
W (θ),
✐❢ ∆Wmin > δWin(‖¯fη‖¯)✱ t❤❡♥
W (θ(τ5, θ0)) < max
θ∈B(ξ,σ−1(2‖¯fη ‖¯))
W (θ)− δWin(‖¯fη‖¯).
❍❡♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② W (x′) < W (x)✱ ❢♦r ❛❧❧ x′ ∈ ξ′ ❛♥❞ ❛❧❧ x ∈ ξ✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱
δWin(‖¯fη‖¯) t❡♥❞s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t♦ ③❡r♦ ❛s ‖¯fη‖¯ → 0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ δ′′′ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ ‖¯fη‖¯ <
δ′′′✱ t❤❡♥
δWin(‖¯fη‖¯) < ∆Wmin.
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❢
|η| < min
ß
ρ−11
Å
1
2
σ
Å
δ1
4
ãã
, δ, ρ−11 (δ
′), ρ−11 (δ
′′), ρ−11 (δ
′′′)
™
,
❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥ B
Ä
ξ, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ❢♦r ξ ∈ F0✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ t♦
s♦♠❡ s❡t B
Ä
ξ′, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱ ξ′ ∈ F0 ∪
¶
{x} : x ∈ Wm
©
✱ ✇✐t❤ ξ′ s✉❝❤ t❤❛t
x ∈ ξ, x′ ∈ ξ′ ⇒ W (x′) < W (x).
❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t W ❛ss✉♠❡s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s
❛t ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ B
Ä
Wm, σ−1
Ä
2‖¯fη‖¯
ää
✱
✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❈❛s❡ ✷✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐❢
|η| < min
ß
ρ−11
Å
1
2
σ
Å
δ1
4
ãã
, δ, ρ−11
(
min{δ′, δ′′, δ′′′, δσ, δm}
)™
,
t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ θ0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts T > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✶✮
s❛t✐s✜❡s θ(t; θ0) ∈ Qc,k✱ ❢♦r s♦♠❡ k ∈ Z✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ T ✱ ✇❤❡r❡ Qc,k ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✵✮ ❛♥❞ ✐s
❝♦♠♣❛❝t ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Z✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣
δ := min
ß
ρ−11
Å
1
2
σ
Å
δ1
4
ãã
, δ, ρ−11
(
min{δ′, δ′′, δ′′′, δσ, δm}
)™
.
❈❤❛♣t❡r ✺
❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❜② ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t②✳
❲❤✐❧❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✇♥s q✉✐t❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ✐ts ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s t♦ ✐♥❞✉❝❡
❝❤❛♦s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡✐r ♦✉t♣✉ts ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s r✉❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝❤❛♦t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝❢✳
❡✳❣✳ ✭❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ●❛♦ ❛♥❞ ❈❤❛✉✱ ✷✵✵✷❀ ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✸❀ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨❛♥❣✱ ✷✵✵✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝❤❛♦s ♠❛② ❜❡ t♦♦ str♦♥❣ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦st ❛♥t✐✲❝♦♥tr♦❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛② r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs st❛t❡ t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❉❇❙ ❞❡✈✐❝❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♠♣❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥
♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇❤♦s❡ ♣❤❛s❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✱ r❡♠❛✐♥s ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♣❤❛s❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✭❙tr♦❣❛t③✱ ✷✵✵✵✮✱ ♥♦r ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✭❇❧❡❦❤♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✼✮✱ ❛s t❤❡✐r ♣❤❛s❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s✱ s✉❝❤
❛ s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ✏❛❧♠♦st
❝♦♥st❛♥t✑ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✏❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✑ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❇❧❡❦❤♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❝❤❡❧❧✱ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s
♥♦t s✐♠♣❧② t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ t❡①t❜♦♦❦ ✭P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✱ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ ❛s❦✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❣r♦✇s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✇❤❡♥ ❧✐❢t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❛❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✭❖rs✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✱ ❛s❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛②
♥♦t s✉✣❝❡ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♠❛♥♥❡r ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ ✐t t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭◆❡♠②ts❦✐✐ ❛♥❞
❙t❡♣❛♥♦✈✱ ✶✾✻✵✮✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
✐❢ t❤❡✐r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❞r✐❢t✐♥❣ ❛✇❛②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ✐s q✉✐t❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧✲t✐♠❡ ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡❧❛①❡❞ ♥♦t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐♠♣♦s❡s ♣❤❛s❡
❞r✐❢t ♦♥❧② ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✬ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡❛♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇✱ ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱
t❤❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✐❛
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ st✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥✴r❡❣✐str❛t✐♦♥ s❡t✉♣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣❛✐rs✳ ❲❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧
❝❛s❡ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶✶✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐t✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
❤♦✇ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✈✐❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❤✐❧❡
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳
✺✳✶ ❙tr♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
θ˙ = F (θ, t), ✭✺✳✶✮
✇❤❡r❡ F : TN × R → RN s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈❛r❛t❤❡♦❞♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❍❛❧❡✱ ✶✾✻✾✮ ❛♥❞ F (·, t) ✐s
❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢♦r ❡❛❝❤ t ∈ R✳ ❙✐♥❝❡ F (·, t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ TN ✱ ✐t ✐s 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t
✐s ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❈❛r❛t❤❡♦❞♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✮✱ ❝❢✳ ❡✳❣✳ ✭❍❛❧❡✱ ✶✾✻✾✱
❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✶ ❛♥❞ ✺✳✶✮✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t θi✱ i = 1, . . . , N ✱ ♦❢ θ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
i✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❞❡s❝r✐❜❡s ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs st✉❞✐❡❞
✐♥ ✭❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✭❑✉r❛♠♦t♦✱ ✶✾✽✹✮ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st
❢❛♠♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
✺✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s
❆ ♣❛✐r (i, j) ∈ N 6=N ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭✺✳✶✮ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❢r❡q✉❡♥❝② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❇❧❡❦❤♠❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮ ✐❢✱ ❣✐✈❡♥ t0 ∈ R ❛♥❞ θ0 ∈ TN ✱
|θ˙i(t)− θ˙j(t)| = 0, ∀t ∈ R, ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ θ˙i(·) := θ˙i(·; t0, θ0) ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r θj(·)✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦✐♥❣✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs i ❛♥❞ j✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ✇❤❡♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ③❡r♦✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ θi(t) ❛♥❞ θj(t) ❡q✉❛❧ ❛t
❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❤❛s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❤♦❧❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✭✐✳❡✳ ❛s t✐♠❡ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✮✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❙tr♦❣❛t③✱ ✷✵✵✵❀ P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✶✮✳
❆s②♠♣t♦t✐❝ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✭❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧②✮ ✐❢ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s r✉❧✐♥❣ θi − θj ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
♦r ✉♥♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛② ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ s♣❡❛❦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s✶
|θi(t)− θj(t)− δθij | ≤ εij , ∀t ∈ R, ✭✺✳✸✮
✇❤❡r❡ δθij ∈ [0; 2π) ❛♥❞ ε ≥ 0✳ ❲❤❡♥ ✭✺✳✸✮ ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✐t
✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❛rt✐❛❧ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❙✐♥❝❡ θ ∈ TN ✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ εij ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ π✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
εij ✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs i ❛♥❞ j✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡①❤✐❜✐t s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s δθij ✳
❋♦r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ♠✉st ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡
t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✺✳✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❙✐♠♣❧② ❛s❦✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✇❤❡♥ ❧✐❢t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧
❧✐♥❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✳ ●✐✈❡♥ t0 > 0✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s
θ˙±(t; t0, θ0±) = ω ±
δω
t
, ∀t ≥ t0.
❚❤❡♥
θ+(t; t0, θ
0
+)− θ−(t; t0, θ0−) = 2δω
Ä
ln(t)− ln(t0)
ä
+ θ0+ − θ0−,
✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ②❡t
lim
t→∞
Ä
θ˙+(t; t0, θ
0
+)− θ˙−(t; t0, θ0−)
ä
= 0,
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐s t❤❡♥ t♦ ❛s❦
t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs i ❛♥❞ j ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❞r✐❢t ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ✐✳❡✳
|θ˙i(t)− θ˙j(t)| > 0, ∀t ∈ R.
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛❧♦♥❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡✐t❤❡r✱ s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s②♠♣t♦t✐❝
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤❛t ✐s
lim
t→∞ θ˙i(t)− θ˙j(t) = 0,
♠❛② s❛t✐s❢② ✐t ✭✐❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡ ♦♥❧②✮✳ ❋♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❜❡
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛s❦ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞r✐❢t ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♣❤❛s❡s ♠✉t✉❛❧❧② ❞r✐❢t✐♥❣ ❛t
❛❧❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t♦r✉s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❆ ♣❛✐r (i, j) ∈ N 6=N ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❢♦r ✭✺✳✶✮
✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Ωij > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ❛♥❞ ❛❧❧ t0 ∈ R✱
|θ˙i(t; t0, θ0)− θ˙j(t; t0, θ0)| ≥ Ωij , ∀t ∈ R. ✭✺✳✹✮
✶❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t δθij ❛♥❞ εij ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (t0, θ0)✳
●✐✈❡♥ m ∈
{
1, . . . , N(N−1)2
}
✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭✺✳✶✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ m✲
str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s m ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐rs ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ■❢ m =
N(N−1)
2 t❤❡♥ ✭✺✳✶✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ s❛t✐s✜❡s t✇♦ ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ✶✮ ✐t ❡①❝❧✉❞❡s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②❀ ✷✮ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❡ str❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✺✳✶ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ p : q r❡s♦♥❛♥❝❡s✷ ✇✐t❤ p 6= q✳
✺✳✶✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
ψ ∈ RN ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮✳ ●✐✈❡♥ s♦♠❡ θ0 ∈ TN ❛♥❞ s♦♠❡ t0 ∈ R✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ψ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s
ψ˙(t; t0, θ0) :=
Å
IN − 1
N
1N1
⊤
N
ã
θ˙(t; t0, θ0), ∀t ∈ R
ψ(t0; t0, θ0) = θ0 ✭✺✳✺✮
✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ RN ✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ✭✺✳✺✮ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✺✳✶✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ✭✺✳✺✮ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r RN ♦r
TN ✳ ◆♦t❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✳✶✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈❤❛r❛t❤❡♦❞♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ θ✱ ✭✺✳✶✮ ✐s ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱
θ˙(t; t0, θ0) ∈ RN ✱ ❢♦r ❛❧❧ t, t0 ∈ R ❛♥❞ ❛❧❧ θ0 ∈ TN ✱ ❛♥❞ t❤✉s ✭✺✳✺✮ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♥♦♥✲
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ♦♥ ❜♦t❤ RN ❛♥❞ TN ✳ ❋♦r ❢✉t✉r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡ ✭✺✳✺✮ ❛s
♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ RN ✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t
1
N
1
⊤
N θ˙ =
1
N
N∑
i=1
θ˙i,
t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✮ ✐♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ s♣❡❡❞
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠❡❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝② 1N
∑N
j=1 θ˙j(t)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ψ˙(t) ∈ 1⊥N ⊂ RN ✱
❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱ ✇❤❡r❡ ψ(·) := ψ(·; t0, θ0)✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ③❡r♦ ♠❡❛♥✲❞r✐❢t✱
❛♥❞ 1⊤Nψ(t) ≡ 1⊤Nθ0✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ ✭✺✳✶✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ s❡t ❢♦r ✭✺✳✺✮ ✭❝❢✳ ❡✳❣✳ ✭❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮✮✱ ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜♦✉♥❞❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠
x˙ = G(x, t), ✭✺✳✻✮
✇❤❡r❡ G : Rn × R → Rn s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈❛r❛t❤❡♦❞♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ G(·, t) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❛❧❡✱ ✶✾✻✾✱ ❚❤❡♦✲
r❡♠s ✸✳✶ ❛♥❞ ✺✳✶✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ✭◆❡♠②ts❦✐✐ ❛♥❞ ❙t❡♣❛♥♦✈✱ ✶✾✻✵✮✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭✺✳✻✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✇❛♥❞❡r✐♥❣✱ t❤❛t ✐s ❢♦r ❛❧❧ x0 ∈ Rn ❛♥❞ ❛❧❧ t0 ∈ R✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ x0 ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ T > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t
x(t; t0, U) ∩ U = ∅, ∀t ≥ T + t0.
✷❆ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ p : q r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ |pθi−qθj | ❧✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ r❡♠❛✐♥s
❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡✱ ❢♦r s♦♠❡ p, q ∈ N>0✳
❈♦♠♣❧❡t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❛r♦✉♥❞ ✐t✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❧❡❛✈❡ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ ♥❡✈❡r ❣♦ ❜❛❝❦ ✐♥✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♥♦ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ s②st❡♠s ❡✈♦❧✈✐♥❣
✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡✱ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ α✲ ❛♥❞ ω✲❧✐♠✐t s❡ts✸ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲❡♠♣t② ✭❇❤❛t✐❛ ❛♥❞
❙③❡❣ö✱ ✶✾✼✵✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✭✺✳✻✮ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ■ts
♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✭✺✳✻✮ ✐s ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
✈❡❝t♦r α ∈ Rn ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t α > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x0 ∈ Rn ❛♥❞ ❛❧❧ t0 ∈ R✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭✺✳✻✮ s❛t✐s✜❡s
α⊤G(x(t; t0, x0), t) ≥ α, ∀t ∈ R.
❚❤❡♥ ✭✺✳✻✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝❛❧ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ♣❛✐r (i, j) ∈ N 6=N ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠
✭✺✳✶✮✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t α¯ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ❛♥❞ t0 ∈ R✱ t❤❡
❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✺✮ s❛t✐s✜❡s
ψ˙(t; t0, θ0)
⊤(ei − ej) ≥ α¯, ∀t ∈ R, ✭✺✳✼✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✺✳✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (i, j) ✐s str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡
❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✺✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✿ ♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✱
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✼✮✳ ■t st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✺✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r✐❢t✐♥❣ ❛✇❛② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
ei − ej ∈ 1⊥N ✳ ■❢ ✇❡ ♣❧✉❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲❞r✐❢t ❜❛❝❦ ✐♥✱ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡
t♦r✉s ✭t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✶✮✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ (θi, θj) s✉❜✲t♦r✉s t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✺✳✶✮ ❛r❡ ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r✐❢t✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s✉❜✲♠❛♥✐❢♦❧❞
Dij := {θ ∈ TN : θi = θj}.
❚❤✐s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳
❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡
♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳
●✐✈❡♥ m ∈
{
1, . . . , N(N−1)2
}
✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✺✳✹✱ ❣✐✈❡s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ m✲str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡
str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮
❡①t❡♥❞s t♦ ❛❧❧ t❤❡ m ♣❛✐rs ♦❢ str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✺✳ ●✐✈❡♥ m ∈
{
1, . . . , N(N−1)2
}
✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✮ ✐s m✲str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
t❤❡♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✺✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳
✸❚❤❡ ω✲ ✭r❡s♣✳ α✲✮ ❧✐♠✐t s❡t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x0 ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts x¯ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✭r❡s♣✳ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts {tn}n∈N ⊂ R s✉❝❤ t❤❛t limn→∞ x(tn; t0, x0) = x¯✳
θi
eˆj
θ˙i + θ˙j
1
N
∑
k θ˙k
α¯
θj
Di,j
eˆi
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
✺✳✷ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
✺✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❋♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛ r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♥❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❡❛s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡
♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❱♦❧❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❙❛r♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ▲♦♣❡③✲
❆③❝❛r❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ P❧❡♥③ ❛♥❞ ❑✐t❛❧✱ ✶✾✾✾❀ ❘♦s❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ♦r ✉♥♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠❛② ❧❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❜❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✐♠✲
♣❡❞❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❡✈❡♥ ♦♥ s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤
❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐♠✐❧❛r✐t② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❤❛♣♣❡♥s s✉✣❝✐❡♥t❧②
r❛r❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡❧❛① t❤❛t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✹✮ ❜② t❤❡ ❧❡ss
r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱
✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r s♦♠❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✳ ❆ ♣❛✐r (i, j) ∈ N 6=N ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❢♦r
✭✺✳✶✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Ωij , Tij > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ❛♥❞ t0 ∈ R✱
1
Tij
∣∣∣∣∣
∫ t+Tij
t
Ä
θ˙i(τ ; t0, θ0)− θ˙j(τ ; t0, θ0)
ä
dτ
∣∣∣∣∣ ≥ Ωij , ✭✺✳✽✮
❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✳ ●✐✈❡♥ m ∈
{
1, . . . , N(N−1)2
}
✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭✺✳✶✮ ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ m✲♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s m ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐rs ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ■❢ m = N(N−1)2 t❤❡♥ ✭✺✳✶✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤ Tij ❝❛♥ s❡❡♠ ❛ ❤❛r❞ t❛s❦ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ✜♥❞ ✐t✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵
❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶✶ ❜❡❧♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❑✉r❛♠♦t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✷✳✻✮✱
Tij ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❢♦r❝❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳ Tij =
π
ω¯ ✱ ✇❤❡r❡ ω¯ :=
1
N
∑N
i=1 ωi ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✭✺✳✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ θi(·)− θj(·) ✐s ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❡①❝✐t✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[t, t+ Tij ] ✭P❛♥t❡❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ t❡①t❜♦♦❦ ✭P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✭P❛③ó ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✮✱ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻ ❛♣♣❧✐❡s
✹✳
❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s t❤❛t ♦❢
✏♣❤❛s❡✲s❧✐♣s✑ ✭P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳✷✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ✭P❛③ó ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r❣♦ ♣❤❛s❡✲s❧✐♣s ✇❤❡♥ t❤❡✐r ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ ♦r ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞s ✐♥
✇❤✐❝❤ ✐t ❛❜r✉♣t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❛ s❧✐♣✮✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡✲❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ♣❤❛s❡✲s❧✐♣s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳
Tk−1 Tk
2∆
t
θ1 − θ2 2∆
ε/∆
ε
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚✐♠❡✲❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡✲s❧✐♣s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s [Tk − ∆, Tk + ∆]✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ε,∆ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✺✳✶✶✮ ❜❡❧♦✇✳
■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡✲s❧✐♣s ✈❛r✐❡s ✐♥ ❛♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
✇❛②✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✺✳✽✮ ❝❛♥
❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡t ✉s ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲
s❧✐♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ●✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t0 ∈ R✱ θ01, θ02 ∈ TN ✱
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❢♦r❝❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
θ˙1 = F1(θ1, θ2, u1(t)), ✭✺✳✾✮
θ˙2 = F2(θ1, θ2, u2(t)), ✭✺✳✶✵✮
❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱ ✇❤❡r❡ u1, u2 : R → R ❛r❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts
{Tk}k∈Z ⊂ R ❛t ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡✲s❧✐♣s ♦❝❝✉r ❢♦r♠ ❛ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
❛♥❞ t❤❛t✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts Tk−Tk−1 ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡r❡ ❡①✐sts T¯ > 0
s✉❝❤ t❤❛t Tk − Tk−1 < T¯ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Z✳ ❉❡✜♥✐♥❣✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱ t❤❡ s❡t At ❛s
At := [t, t+ T¯ ] \
⋃
k∈Z
[Tk −∆, Tk +∆],
✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲s❧✐♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛❧❧ t0 ∈ R✱
❛❧❧ θ01, θ
0
2 ∈ T 1✱ ❛♥❞ ❛❧❧ k ∈ Z✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ε > 0 ❛♥❞ ∆ ∈ (0, T¯ /2)✱ s✉❝❤ t❤❛t∣∣∣∣
∫
At
Ä
θ˙1(τ)− θ˙2(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣ ≤ ε, ∀t ∈ R, ✭✺✳✶✶❛✮
θ˙1(t)− θ˙2(t) ≥ ε
∆
, ∀t ∈ [Tk −∆, Tk +∆]. ✭✺✳✶✶❜✮
✹❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡r ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦r ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡✐r
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳
✇❤❡r❡ θ˙1(·) = θ˙1(·; t0, θ01)✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r θ2✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✶❛✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧s [Tk − ∆, Tk + ∆]✱ k ∈ Z✱ t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs r❡♠❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡✐r ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♠♦r❡ t❤❛♥ ε✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✭✺✳✶✶❜✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [Tk −∆, Tk +∆] t❤❡ ♣❤❛s❡ θ1 s❧✐♣s ❛✇❛② ❢r♦♠ θ2 ❢❛st❡r t❤❛♥ ε/∆✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❢♦r❝❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs s✉❜❥❡❝t t♦ str♦♥❣ ♥♦✐s❡✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ u1, u2 ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❤❛♦t✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡
✏♣❤❛s❡✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✑ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭P✐❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭P❛③ó ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ❤♦❧❞s✱
t❤❡♥
1
T¯
∣∣∣∣∣
∫ t+T¯
t
Ä
θ˙1(τ)− θ˙2(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣∣ ≥ 1T¯
∣∣∣∣∣
∫
[t,t+T¯ ]\At
Ä
θ˙1(τ)− θ˙2(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣∣
− 1
T¯
∣∣∣∣
∫
At
Ä
θ˙1(τ)− θ˙2(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣
≥ 2ε
T¯
− ε
T¯
≥ ε
T¯
,
t❤❛t ✐s t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✳ ❚❤✐s ❡①✲
❛♠♣❧❡ t❤✉s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❤❛s❡✲s❧✐♣s ❞♦ ♥♦t ♣r❡✈❡♥t ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞
t❤❛t t❤❡ s❧✐♣s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ♦
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✭✺✳✶✮ ✐s
t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡♥ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ✭✺✳✽✮ ✐♥ θ0 s✉✣❝❡s t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❧❡ts
✭✺✳✽✮ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵ ❜❡❧♦✇✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✭✺✳✶✮ ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ●✐✈❡♥ Tij ,Ωij > 0✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs (i, j) ∈ N 6=N s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✺✳✽✮ ❢♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ✱ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ t = T ∗ ∈ R✳
❚❤❡♥ ✭✺✳✽✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✳
✺✳✷✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② T > 0✱ ❛♥②
θ0 ∈ TN ✱ ❛♥❞ ❛♥② t0 ∈ R✱ t❤❡ T ✲❛✈❡r❛❣❡❞ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
˙ˇ 〈θ(t; t0, θ0)〉T := 1
T
∫ t+T
T
θ˙(τ ; t0, θ0)dτ,
〈θ(t0; t0, θ0)〉T := θ0, ✭✺✳✶✷✮
❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✭✺✳✶✮ ♦✈❡r ❛ s❧✐❞✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ s✐♥❝❡✱ ❜② ❢♦r✇❛r❞
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ✭✺✳✶✮✱
1
T
∫ t+T
T
θ˙(τ ; t0, θ0)dτ ∈ RN , ∀t ∈ R,
t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✷✮ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ TN ✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡❞ s②st❡♠✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✽✳ ❚❤❡r❡ ♣❛✐r (i, j) ∈ N 6=N ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠
✭✺✳✶✮✱ t❤❛t ✐s θi, θj s❛t✐s❢② ✭✺✳✽✮ ❢♦r s♦♠❡ Ωij , Tij > 0✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ Tij✲❛✈❡r❛❣❡❞ s②st❡♠
✭✺✳✶✷✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮✱ s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ t0 ∈ R ❛♥❞ ❛❧❧ θ ∈ TN ✱
| ˙ˇ 〈θi(t; t0, θ0)〉Tij − ˙ˇ 〈θj(t; t0, θ0)〉Tij | ≥ Ωij , ∀t ∈ R, ✭✺✳✶✸✮
t❤❛t ✐s 〈θi〉Tij ❛♥❞ 〈θj〉Tij ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ T ≥ 0✱ t❤❡ T ✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ψT ∈ RN ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✷✮ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②
ψ˙T (t; t0, θ0) :=
Å
IN − 1
N
1N1
⊤
N
ã
˙ˇ 〈θ(t; t0, θ0)〉T
ψT (t0; t0, θ0) = θ0. ✭✺✳✶✹✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✺✳✽✱ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✾✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛✐r (i, j) ∈ N 6=N ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❢♦r
s②st❡♠ ✭✺✳✶✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts α¯, T > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ❛♥❞
❛❧❧ t0 ∈ R✱ t❤❡ T ✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✶✹✮ s❛t✐s✜❡s
ψ˙T (t; t0, θ0)
⊤(ei − ej) ≥ α¯, ∀t ∈ R. ✭✺✳✶✺✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (i, j) ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ t❤❡ T ✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s
✭✺✳✶✹✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳
✺✳✸ ❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✿
θ˙i = ωi +
N∑
j=1
(kij + γij) sin(θj − θi)−
N∑
j=1
γij sin(θj + θi), ∀i = 1, . . . , N, ✭✺✳✶✻✮
✇❤❡r❡ θi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r i✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs kij r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥ ❣❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ γij ❛r❡ ❣❛✐♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✱ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼❋❋✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
▼❋❋✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❦❡❡♣s ♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts i, j ∈ N 6=N ✱ s✉❝❤ t❤❛t
Ωij := |ωi − ωj | −
N∑
h=1
|γih + γjh|
Ç
πν
2ω
+
ν2
6ω2
å
−
N∑
h=1
|εih + εjh| > 0, ✭✺✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ν := 2maxh=1,...,N
Ä
|ω˜h|+∑Nh′=1 |γhh′ + εhh′ |ä✱ ω := 1N 1⊤Nω✱ ω˜h := ωh − ω¯✱ ❛♥❞ εhh′ :=
khh′ + γhh′ ✱ ❢♦r ❛❧❧ h, h
′ = 1, . . . , N ✳
❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs (i, j) ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
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si
n(θ
i)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ✭✺✳✶✽✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❣❛✐♥ γ0 = −2k0 ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t✐♠❡ t = 20✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❞✉❝❡s ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ t❡r♠
N∑
h=1
|γih + γjh|
Ç
πν
2ω
+
ν2
6ω2
å
✐s s♠❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ω¯ ✐s ❧❛r❣❡✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ r❛t❤❡r
❡①♣❡❝ts t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ t❡r♠
N∑
h=1
|εih + εjh|
❣✉✐❞❡s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ❞❡s✐❣♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐✲
♠✐③❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ kij + γij ✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✶✾✮✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✾ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✺✳✹✮✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s
♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛✐♥s✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ♦♣❡♥✲
❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ✐✳❡✳ |κ| < δh✱ t❤❡♥
t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s✉✣✲
❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✸✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣
❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❡♥s✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣
s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮
s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s✳ ❚❤✉s✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦
❡♥s✉r❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐t❤ s❛♠❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❜❡❝♦♠❡ kij = k0 ❛♥❞ γij = γ0✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ■♥
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ψ i
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✺✳✶✽✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡♥
❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❣❛✐♥ γ0 = −k0 ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t✐♠❡ t = 20
t❤✐s ❝❛s❡ ✭✺✳✶✻✮ r❡❞✉❝❡s t♦
θ˙i = ωi + (k0 + γ0)
N∑
j=1
sin(θj − θi)− γ0
N∑
j=1
sin(θj + θi), ∀i = 1, . . . , N. ✭✺✳✶✽✮
❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ (k0 + γ0)
∑N
j=1 sin(θj−θi) ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ γ0 = −k0✱
❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮ r❡❞✉❝❡s t♦
θ˙i = ωi + k0
N∑
j=1
sin(θj + θi), ∀i = 1, . . . , N. ✭✺✳✶✾✮
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵ t❤❡♥ r❡❧❛①❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts i, j ∈ N 6=N ✱ s✉❝❤ t❤❛t
Ωi,j := |ωi − ωj | − 2Nk0
Ç
πν
2ω
+
ν2
6ω2
å
> 0, ✭✺✳✷✵✮
✇❤❡r❡ ν := 2maxh=1,...,N (|ω˜h|+Nk0)✱ ω := 1N 1⊤Nω✱ ❛♥❞ ω˜h := ωh − ω¯✱ ❢♦r ❛❧❧ h = 1, . . . , N ✳
❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs (i, j) ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✵✮ ✐s ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ωi 6= ωj ❛♥❞ ω¯ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭❋✐❣✉r❡s
✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣
♦❢ ✭✺✳✶✽✮ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡✐r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❉ör✢❡r ❛♥❞ ❇✉❧❧♦✱ ✷✵✶✶❀ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹❀ ❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹❀ ❈❤♦♣r❛ ❛♥❞ ❙♣♦♥❣✱ ✷✵✵✾✮✳ ❖♥❡ t❤✉s ❡①♣❡❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k0
❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ▼❋❋ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ω¯✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ✐♥
✭❆❡②❡❧s ❛♥❞ ❘♦❣❣❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡r✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❤r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♥❡t✇♦r❦✱
s❡✈❡r❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ✭♣❛rt✐❛❧
❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶✶ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛
♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
♠✐❣❤t s❤❛❞❡ ♠♦r❡ ❧✐❣❤t ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦✳
✺✳✹ ▼❛✐♥ ♣r♦♦❢s
✺✳✹✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐t s✐♠♣❧② ❤♦❧❞s ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❤❛t
α⊤(x(t; t0, x0), t)− x0) ≥ α¯(t− t0). ✭✺✳✷✶✮
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ Rn✱ |α||y| ≥ α⊤y✱ ✭✺✳✷✶✮ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t
|x(t; t0, x0), t)− x0| ≥ α¯|α|(t− t0). ✭✺✳✷✷✮
●✐✈❡♥ T > 0✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ x0 ❞❡✜♥❡❞ ❛s U := B(x0, r0)✱ ✇❤❡r❡ r0 := α¯T4|α| ✳
❋r♦♠ ✭✺✳✷✷✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t x(t; t0, x0), t) 6∈ U ❢♦r ❛❧❧ t ≥ T2 + t0✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ 
✺✳✹✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹
◆❡❝❡ss✐t②✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r (i, j) ✐s str♦♥❣❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t
Ωij > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② θ0 ∈ TN ❛♥❞ t0 ∈ R✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t |θ˙i(t) − θ˙j(t)| ≥ Ωij ❢♦r ❛❧❧
t ∈ R✱ ✇❤❡r❡ θ(·) := θ(·; t0, θ0)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦ i, j ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
θ˙i(t)− θ˙j(t) ≥ Ωij ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R ✭♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❥✉st ✢✐♣ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s i ❛♥❞ j✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤♦❧❞s ❢r♦♠
✭✺✳✺✮ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱
ψ˙(t)⊤(ei − ej) = ψ˙i(t)− ψ˙j(t) = θ˙i(t)− θ˙j(t) ≥ Ωij ,
✇❤❡r❡ ψ(·) := ψ(·; t0, θ0)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✺✳✺✮ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✭✺✳✶✮ s❛t✐s❢②
ψ˙(t)⊤(eˆi − eˆj) ≥ Ωij ✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♣❛rt ✐s t❤❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ α¯ = Ωij ✳
❙✉✣❝✐❡♥❝②✿ ●✐✈❡♥ θ0 ∈ TN ❛♥❞ t0 ∈ R✱ ❧❡t ✭✺✳✼✮ ❤♦❧❞ ❢♦r s♦♠❡ α¯ > 0✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱ ✐t
❤♦❧❞s t❤❛t
α¯ ≤ ψ˙(t)⊤(ei − ej) = ψ˙i(t)− ψ˙j(t) = θ˙i(t)− θ˙j(t).
❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝② ♣❛rt ✐s t❤❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ Ωij = α✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳ 
✺✳✹✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✶✮ ✐s t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ T ∗ = 0
✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡t θ0 ∈ TN ✳ ❙✐♥❝❡ ✭✺✳✶✮ ❞❡✜♥❡s ❛ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
❞②♥❛♠✐❝s✱ θ(t; t0, θ0) ❡①✐sts ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡✱ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✮✳ ❋✐① ❛♥② t ∈ R✱ ❛♥❞ ❧❡t
θ(t) := θ(t; t0, θ0)✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✮ ❜❡✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✭✺✳✽✮ ❤♦❧❞s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s t❤❛t
1
Tij
∣∣∣∣∣
∫ t+Tij
t
Ä
θ˙i(τ ; t0, θ0)− θ˙j(τ ; t0θ0)
ä
dτ
∣∣∣∣∣
=
1
Tij
∣∣∣∣∣
∫ Tij
0
Ä
θ˙i(τ ; t0, θ(t))− θ˙j(τ ; t0, θ(t)
ä
dτ
∣∣∣∣∣
≥ Ωij .
❙✐♥❝❡ t ∈ R ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ 
✺✳✹✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵
❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✳
❈❧❛✐♠ ✺✳✶✷✳ ❋♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✺✳✶✾✮ s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin
Ä
θi(τ) + θj(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣∣ ≤
Ç
πν
2ω
+
ν2
6ω2
å
.
■♥✈♦❦✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✷✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ0 ∈ TN ✱ ❛❧❧ i, j ∈ N 6=N ✱ ❛♥❞ ❛❧❧
t ∈ R✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✺✳✶✾✮ s❛t✐s✜❡s
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ t+π/ω
T
Ä
θ˙i(τ)− θ˙j(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣∣
≥ |ωi − ωj |
−
∑
l=i,j
N∑
h=1
γlh
N
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ t+π/ω
T
sin(θl(τ) + θh(τ))dτ
∣∣∣∣∣
−
∑
l=i,j
N∑
h=1
εlh
N
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ t+π/ω
T
sin(θl(τ)− θh(τ))dτ
∣∣∣∣∣ , ∀t ≥ 0
≥|ωi−ωj |− 1
N
N∑
h=1
|γih+γjh|
Ç
πν
2ω
+
ν2
6ω2
å
− 1
N
N∑
h=1
|εih+εjh|
> 0,
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✱ t❤✐s ♣r♦✈❡s
t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ 
✺✳✺ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s
✺✳✺✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✷
❋♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ ❧❡t
ϕij(t) := ω˜it+ω˜jt+
∫ t
0
∑
l=i,j
N∑
h=1
(
εlh sin(θh(τ)−θl(τ))−γhl sin(θh(τ)+θl(τ))
)
d τ, ∀t ≥ 0. ✭✺✳✷✸✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ h, l = 1, . . . , N ✱ εhl ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱
❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ t ≥ 0✱
|ϕij(t)| ≤ |ω˜i + ω˜j |t+
∑
l=i,j
∑
h=1
|εlh + γhl|t ≤ νt. ✭✺✳✷✹✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✺✳✶✻✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ t ≥ 0✱
θi(t) = ωt+ ω˜it+
∫ t
0
N∑
j=1
(
εij sin(θj(τ)− θi(τ))− γij sin(θj(τ) + θi(τ))
)
d τ + θ0i,
❛♥❞✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✺✳✷✸✮✱
θi(t) + θj(t) = 2ωt+ θ0i + θ0j + ϕij(t). ✭✺✳✷✺✮
■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin
Ä
θi(τ) + θj(τ)
ä
dτ
∣∣∣∣∣
=
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j + ϕij(t))dt
∣∣∣∣∣
≤ ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
cos(2ωt+ θ0i + θ0j) sinϕij(t)dt
∣∣∣∣∣+ ωπ
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j) cosϕij(t)dt
∣∣∣∣∣ ,
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✭✺✳✷✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝
✐❞❡♥t✐t② sin(a+ b) = cos a sin b+ sin a cos b ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❋r♦♠ ✭✺✳✷✹✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t sinϕij(t) ≤ νt ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞✿
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
cos(2ωt+ θ0i + θ0j) sinϕij(t)dt
∣∣∣∣∣ ≤ ωπ
∫ π/ω
0
νtdt ≤ πν
2ω
. ✭✺✳✷✻✮
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j) cosϕij(t)dt
∣∣∣∣∣
=
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j)dt
∣∣∣∣∣+ ωπ
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j)(cosϕij(t)− 1)dt
∣∣∣∣∣
= 0 +
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j)(cosϕij(t)− 1)dt
∣∣∣∣∣ .
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t cosϕij(t) ≥ 1− 12ϕij(t)2✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✺✳✷✹✮ t❤❛t cosϕij(t) ≥ 1− 12(νt)2✱ t❤❛t
✐s cosϕij(t)− 1 ≥ −12(νt)2✱ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ | cosϕij(t)− 1| ≤ 12(νt)2✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j) cosϕij(t)dt
∣∣∣∣∣
=
ω
π
∣∣∣∣∣
∫ π/ω
0
sin(2ωt+ θ0i + θ0j)(cosϕij(t)− 1)dt
∣∣∣∣∣
≤ ω
π
∫ π/ω
0
1
2
(νt)2dt
≤ ν
2
6ω2
. ✭✺✳✷✼✮
❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭✺✳✷✻✮✱ ✭✺✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✼✮✳ 

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❊①t❡♥s✐♦♥s t♦ P❛rt ■✶
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✷✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♥ ❛ ❧❡ss ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✇❛②✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛r❡ t❤❡♥ r✐❣♦r♦✉s❧② r❡✲❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✸ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ❆✳✹✱ ❆✳✺✱ ❛♥❞ ❆✳✻✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♥❞ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ s♦♠❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷✱ ✸✱ ✹✱ ❛♥❞ ✺ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❆✳✶ ❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ t♦ ❛ ✇✐❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ●✐✈❡♥ ρi > 0✱ i = 1, . . . , N ✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ C
N
z˙i = (iωi + ρ
2
i − |zi|2)zi +
N∑
j=1
κije
iδij (eiηjzj − eiηizi) + ui ✭❆✳✶✮
✇❤❡r❡ κ := [κij ]i,j=1,...,N ∈ RN×N ✱
ui :=
N∑
j=1
γ˜ije
iφij
î
cosϕj❘❡(e
iψjzj) + i sinϕj■♠(e
iψjzj)
ó
, ✭❆✳✷✮
γ˜ := [γ˜ij ]i,j=1,...,N ∈ RN×N ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
Φ := ([δij ]i,j=1,...,N , [ηi]i=1,...,N , [ϕi]i=1,...,N , [φij ]i,j=1,...,N , [ψi]i=1,...,N ) ∈ RN×(2N+3) ✭❆✳✸✮
❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐① Φ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧
✭✈♦❧t❛❣❡s✱ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s✱ ✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✭r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts✮
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿
• ❚❤❡ ♣❤❛s❡s [ηi]i=1,...,N r♦t❛t❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s
♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s
t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♦♥❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✶❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r✬s ✭Pr♦❢✳ ❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❆❡②❡❧s✮ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
• ❚❤❡ ♣❤❛s❡s [δij ]i,j=1,...,N r♦t❛t❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣✲
✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
• ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s ([ϕi]i=1,...,N , [φij ]i,j=1,...,N , [ψi]i=1,...,N ) ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡
♦❢ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s [ϕi]i=1,...,N ♣❡r♠✐t t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛✐♥s✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✿
❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮
❇② ♣✐❝❦✐♥❣ δij = ηi = φij = ψj = ϕj = 0 ❛♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ γ˜ij = βiαj ✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱
tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t ✭❆✳✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦
z˙i = (iωi + ρ
2
i − |zi|2)zi +
N∑
j=1
κij(zj − zi) + βi
N∑
j=1
αj❘❡(zj),
t❤✉s r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳
❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❆✳✹✮ ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮ ✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ϕi =
π
4 ✱ ηi = ψi = 0✱ ❛♥❞ φij = δij ✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✮✲✭❆✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s
N∑
j=1
eiδij
î
(κij + γ˜ij)zj − κijzi
ó
=
N∑
j=1
(κij + γ˜ij)e
iδij
ñ
zj − κij
κij + γ˜ij
zi
ô
. ✭❆✳✹✮
❈❧❡❛r❧②✱ ❢♦r κij = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❞✐r❡❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✹✮ ♦❢ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮ ✇✐t❤ κ˜i = 0✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❣✐✈❡♥ κ˜i ∈ (0, 1]✱ ✇❡
❧❡t
κij
κij + γ˜ij
= κ˜i,
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛s❦✐♥❣
γ˜ij =
(1− κ˜i)κij
κ˜i
. ✭❆✳✺✮
❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭❆✳✺✮ ✐♥t♦ ✭❆✳✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠s
❛s
N∑
j=1
Å
κij +
1− κ˜i
κ˜i
κij
ã
eiδij (zj − κ˜izi) =
N∑
j=1
κ′ije
iδij (zj − κ˜izi),
✇❤❡r❡ κ′ij :=
κij
κ˜i
✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✹✮ ♦❢ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✵✮ ✇✐t❤ κ˜i ∈ (0, 1]✳
❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❆✳✹✮ ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s
♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇♦r❦s ♦♥
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❡✳❣✳ ✭❍❛✉♣t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛❀ P♦♣♦✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❛✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳
❆✳✷ ❋♦r♠❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✭❆✳✶✮✲✭❆✳✷✮✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❥✉st✐❢②✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❲❡ st❛rt ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r st❛t❡s ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❛t ✐s zi =: rie
iθi ✱ ❢♦r ❛❧❧
i = 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡ ri = |zi| ∈ R≥0 ❛♥❞ θi = ❛r❣(zi) ∈ T 1✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❤❛s❡s
θi ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r |zi| = ri > 0✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✮✲✭❆✳✷✮ r❡❛❞s
r˙ie
iθi + iriθ˙ie
iθi = (iωi + ρ
2
i − r2i )rieiθi +
N∑
j=1
κije
iδij (eiηjrje
iθj − eiηirieiθi) + ui
✇✐t❤
ui :=
N∑
j=1
γ˜ije
iφij
î
cosϕj❘❡(e
iψjrje
iθj ) + i sinϕj■♠(e
iψjrje
iθj )
ó
.
❇② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝s ❜② e
−iθi
ri
✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✱
❛♥❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ tr✐❣♦♥♦♠❡tr②✱ ✇❡ ❣❡t✱ ❢♦r ri > 0✱ i = 1, . . . , N ✱
θ˙i = ωi + fi(θ, r, κ, γ˜,Φ) ✭❆✳✻❛✮
r˙i = ri(ρ
2
i − r2i ) + gi(θ, r, κ, γ˜,Φ), ✭❆✳✻❜✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱
fi(θ, r, κ, γ˜,Φ) := −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi) +
N∑
j=1
κijrj
ri
sin(θj − θi + δij + ηj)
+
N∑
j=1
γ˜ijrj
ri
ï
sinϕj + cosϕj
2
sin(θj − θi + φij + ψj) ✭❆✳✼✮
+
sinϕj − cosϕj
2
sin(θj + θi − φij + ψj)
ò
gi(θ, r, κ, γ˜,Φ) := −ri
N∑
j=1
κij cos(δij + ηi) +
N∑
j=1
κijrj cos(θj − θi + δij + ηj)
+
N∑
j=1
γ˜ijrj
ï
sinϕj + cosϕj
2
cos(θj − θi + φij + ψj) ✭❆✳✽✮
+
cosϕj − sinϕj
2
cos(θj + θi − φij + ψj)
ò
✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣❤❛s❡✴r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭❆✳✶✮✲✭❆✳✷✮ ♦♥ TN × RN>0✳
▲❡t f := [fi]i=1,...,N ❛♥❞ g := [gi]i=1,...,N ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛r❡ ❜♦t❤ ③❡r♦✱ t❤❛t ✐s κ = γ˜ = 0✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t f ≡ g ≡ 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ✭❆✳✻✮ r❡❞✉❝❡s t♦
θ˙i = ωi ✭❆✳✾❛✮
r˙i = ri(ρ
2
i − r2i ), ✭❆✳✾❜✮
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ▲❡t ρ := [ρi]i=1,...,N ∈ RN×N ✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ◆✲t♦r✉s TN × ρ ⊂
TN × RN>0 ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ✭❆✳✾✮✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ✐ts ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s
✭❆✳✾❜✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✾✮ ♦♥ ✐ts t❛♥❣❡♥t
s♣❛❝❡✷ ✐s ∂θ˙∂θ ≡ 0✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ∂r˙∂r ✱ ❤❛s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
✷❙✐♥❝❡ r ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ TN × [ρi]i=1,...,N ✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ ❛t ❛ ♣♦✐♥t (θ, [ρi]i=1,...,N ) ∈ T
N ×
[ρi]i=1,...,N ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜②
ß
∂
∂θi
∣∣∣
(θ,[ρi]i=1,...,N )
™
✱ i = 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜②ß
∂
∂ri
∣∣∣
(θ,[ρi]i=1,...,N )
™
✱ i = 1, . . . , N ✳
−2ρ2i ✱ i = 1, . . . , N ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✮ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❍✐rs❝❤ ❡t✳ ❛❧ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮
t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ κ, γ˜ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ✭❆✳✻✮ st✐❧❧ ❤❛s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
✐♥✈❛r✐❛♥t t♦r✉s ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ T0 := TN × ρ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳ ●✐✈❡♥ ρi > 0✱ i = 1, . . . , N ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝♦♥st❛♥ts δh, Ch > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥❧② ρi✱ i = 1, . . . , N ✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |(κ, γ˜)| ≤ δh✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠❛♥✐❢♦❧❞ Tp ⊂ TN × RN>0 ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢♦r ✭❆✳✻✮ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣
|r − ρ| ≤ Ch|(κ, γ˜)|, ∀(θ, r) ∈ Tp. ✭❆✳✶✵✮
Pr♦♦❢ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢♦r κ = γ˜ = 0 ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t f ≡ g ≡ 0✱ ❛s s♦♦♥ ❛s (κ, γ˜) 6= 0✱ f ❛♥❞ g
❛r❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ❞✉❡ t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛t ri = 0 ❛♥❞ ri = ∞✱ ❢♦r s♦♠❡ i ∈ {1, . . . , N}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦r✉s s♦❧❡❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛✉①✐❧✐❛r② s♠♦♦t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ✭❆✳✻✮
♥❡❛r T0✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② s②st❡♠ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ Tp ♥❡❛r T0
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✻✮✳
❙t❡♣ ✶✿ ❈♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❝♦♠✲
♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ♦✉r ❛✉①✐❧✐❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
T0✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s Gi : R≥0 → [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t ✭s❡❡ ✭▲❡❡✱
✷✵✵✻✱ P❛❣❡ ✺✹✮✮
Gi(ri) =


0 ✐❢ ri ∈
[
0, ρi2
]
1 ✐❢ ri ∈
î
3ρi
4 ,
5ρi
4
ó
0 ✐❢ ri >
3ρi
2 .
✭❆✳✶✶✮
❇② ❞❡♥♦t✐♥❣
P :=
ß
r ∈ RN>0 : ri ∈
ï
ρi
2
,
3ρi
2
ò
, i = 1, . . . , N
™
,
✇❡ ❧❡t M ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞
M := TN × P .
❲❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❛✉①✐❧✐❛r② ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ M ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
θ˙i = ωi + fi(θ, r, κ, γ˜,Φ), θ ∈ TN ✭❆✳✶✷❛✮
r˙i = ri(ρ
2
i − r2i ) +Gi(ri)gi(θ, r, κ, γ˜,Φ), r ∈ P . ✭❆✳✶✷❜✮
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✻✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✷✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥
M := TN × P , ✭❆✳✶✸✮
✇❤❡r❡
P :=
ß
r ∈ RN>0 : ri ∈
ï
3ρi
4
,
5ρi
4
ò
, i = 1, . . . , N
™
.
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭❆✳✻✮ ❤❛s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ Tp ⊂ M ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✭❆✳✶✷✮ ❞♦❡s✳
❙t❡♣ ✷✿ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ t♦ ✭❆✳✶✷✮ ✇✐t❤ κ ❛♥❞ γ˜ ❛s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞ M ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ✭❆✳✶✷✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ (κ, γ˜) ∈ RN×2N ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ✭❆✳✶✷✮ ♠❛♣s M
✐♥t♦ ✐ts❡❧❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Gi ✐♥ ✭❆✳✶✶✮✱ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ M✱ ✐✳❡✳
∂M := TN × ρ
2
∪ TN × 3ρ
2
❛r❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✷❜✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
κ, γ˜,Φ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛❧❧ (κ, γ˜,Φ) ∈ RN×(4N+3)✱ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ M ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦r✉s TN × ρ2 ❛♥❞ TN × 3ρ2 ✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t M ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r
✭❆✳✶✷✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❡①✐sts ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ M✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣
♣♦✐♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ✭❆✳✶✷✮ ❢❛❧❧s ♦✉t ♦❢ ∂M✱ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛t❡s ✐ts ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳
❙t❡♣ ✸✿ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♦♥❡✳
❋♦r κ = γ˜ = 0✱ t❤❡ ◆✲t♦r✉s T0 = TN × ρ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ✭❆✳✶✷✮✱
s✐♥❝❡ T0 ⊂M ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ✭❆✳✻✮✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ |(κ, γ˜)| ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ C1✲♥♦r♠✸ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
M :−→ RN
(θ, r) 7−→ f
∣∣∣M(θ, r, κ, γ˜,Φ)
❛♥❞
M :−→ RN
(θ, r) 7−→ G
∣∣∣M(r)g
∣∣∣M(θ, r, κ, γ˜,Φ)
✇❤❡r❡ G := [Gi]i=1,...,N ✱ ✐s s♠❛❧❧ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ♥♦t❡ t❤❛t f ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
∂f
∂(θ,r) ❛r❡
❧✐♥❡❛r ✐♥ (κ, γ˜)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ (θ, r,Φ)✱ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥M×RN×(2N+3)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Gg ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂(Gg)∂(θ,r) ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts Cf , Cg > 0✱ Cf , Cg ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ κ✱ γ˜✱ ω✱ ❛♥❞ Φ✱ s✉❝❤ t❤❛t
‖¯f |M(·, ·, κ, γ˜,Φ)‖¯1 ≤ Cf |(κ, γ˜)| ✭❆✳✶✹❛✮
‖¯G|M(·)g|M(·, ·, κ, γ˜,Φ)|M‖¯1 ≤ Cg|(κ, γ˜)|, ✭❆✳✶✹❜✮
t❤❛t ✐s ❜♦t❤ f ❛♥❞ g ❛r❡ |(κ, γ˜)|✲s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ C1✲♥♦r♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts Cf , Cg s♦❧❡❧②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ρi✳
❲❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❛♣♣❧② ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ δ′h > 0✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ κ✱ γ˜✱ ω✱ ❛♥❞ Φ✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢
|(κ, γ˜)| ≤ δ′h, ✭❆✳✶✺✮
t❤❡♥ ✭❆✳✻✮ st✐❧❧ ❤❛s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ◆✲t♦r✉s Tp ⊂ M✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
|(κ, γ˜)|✲♥❡❛r ✐♥ t❤❡ C1✲♥♦r♠ t♦ T0✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t δ′h ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ρi✱
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✾✮ s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
ρi✱ i = 1, . . . , N ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts Ch > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |(κ, γ˜)| < δ′h✱ t❤❡♥
|r − ρ| ≤ Ch|(κ, γ˜)|, ∀(θ, r) ∈ Tp, ✭❆✳✶✻✮
✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ Ch ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ κ✱ γ˜✱ ω✱ ❛♥❞ Φ✳
✸❚❤❡ C1✲♥♦r♠ ♦❢ ❛ C1 ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s F : M → RN ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ‖¯F ‖¯1 :=
max{max
x∈M
|F (x)|,max
x∈M
|∂F/∂x(x)|}✱ ✇❤❡r❡ |F (x)| ✭r❡s♣✳ |∂F/∂x(x)|✮ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✭r❡s♣✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s✮
♥♦r♠ ♦❢ F (x) ✭r❡s♣✳ ∂F/∂x(x)✮✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣✐❝❦ |(κ, γ˜)| s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❤❛t Tp ⊂M✱ ✇❤❡r❡ M✱
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✶✸✮✱ ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✭❆✳✶✷✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ✭❆✳✻✮✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ❢r♦♠ ✭❆✳✶✺✮✱
✭❆✳✶✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❆✳✶✸✮ ♦❢ M✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣✐❝❦
δh :=
mini=1,...,N ρi
4Ch
, ✭❆✳✶✼✮
❛♥❞
|(κ, γ˜)| ≤ δh, ✭❆✳✶✽✮

❘❡♠❛r❦ ❆✳✷✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✶✽✮ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥st❛♥t δh✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♥❛t✉r❛❧
r❛❞✐✉s ρi✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω✳
■❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶ ❤❛s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✿
✶✳ ❖♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦r✉s Tp✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐✉s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |r(t) − ρ| ≤ Ch|(κ, γ˜)|✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |(κ, γ˜)| ✐s s♠❛❧❧✳
✷✳ ❚♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ |(κ, γ˜)| t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳
■♥❞❡❡❞ ❢r♦♠ ✭❆✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✹✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t∣∣∣∣∂f∂r (θ, r, κ, γ˜,Φ)(r − ρ)
∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∂f∂r (θ, r, κ, γ˜,Φ)
∣∣∣∣ |r − ρ|
≤ Cf |(κ, γ˜)|Ch|(κ, γ˜)|
= CfCh|(κ, γ˜)|2.
■t❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ❥✉st✐❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ |(κ, γ˜)|✱ ✐✳❡✳ t♦ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ str❡♥❣t❤✱ ✐❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✶✽✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✱
t❤❡♥
θ˙i = ωi −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi) + f¯i(θ, k, γ,Φ), ✭❆✳✶✾❛✮
✇❤❡r❡
f¯i(θ, k, γ,Φ) := ωi −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi) +
N∑
j=1
kij sin(θj − θi + δij + ηj) ✭❆✳✷✵❛✮
+
N∑
j=1
γij
ï
sinϕj + cosϕj
2
sin(θj − θi + φij + ψj) ✭❆✳✷✵❜✮
+
sinϕj − cosϕj
2
sin(θj + θi − φij + ψj)
ò
, ✭❆✳✷✵❝✮
✇✐t❤ k := [kij ]ij=1,...,N :=
î
κijρj
ρi
ó
❛♥❞ γ := [γij ]ij=1,...,N :=
î
γ˜ijρj
ρi
ó
✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✻✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✾✮ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s |(κ, γ˜)|2✳ ■t ✐s
t❤✉s s♠❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |(κ, γ˜)| ✐s s♠❛❧❧✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
❆✳✸ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ t♦
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✈❛❧✐❞✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✶✽✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❆✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ st❛rt ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭❆✳✶✾✮✱ ✐✳❡✳ θ˙i − θ˙j = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳
●✐✈❡♥ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ∗(0)✱ t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s
0 = ωi −
N∑
h=1
κih sin(δih + ηi) +
N∑
h=1
kih sin(∆ih + δih + ηh) ✭❆✳✷✶❛✮
+
N∑
h=1
γih
sinϕh + cosϕh
2
sin(∆ih + φih + ψh) ✭❆✳✷✶❜✮
−ωj +
N∑
h=1
κjh sin(δjh + ηj)−
N∑
h=1
kjh sin(∆jh + δjh + ηh) ✭❆✳✷✶❝✮
−
N∑
h=1
γjh
sinϕh + cosϕh
2
sin(∆jh + φjh + ψh) ✭❆✳✷✶❞✮
+
N∑
h=1
sinϕh − cosϕh
2
sin(2ΛΩ(t) + ∆ih + 2θ
∗
i (0)− φih + ψh) ✭❆✳✷✶❡✮
−
N∑
h=1
sinϕh − cosϕh
2
sin(2ΛΩ(t) + ∆jh + 2θ
∗
j (0)− φjh + ψh). ✭❆✳✷✶❢✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆ ∈ RN×N ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω : R → R
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✶✮ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ∆ ❛♥❞
Ω✳ ■t ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω✱ ❜② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
Υ ∈ RN×(4N+3)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Υ := (k, κ,Φ). ✭❆✳✷✷✮
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ✭t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❧✐♥❡s ♦❢ ✭❆✳✷✶✮ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΦTIij : R
N ×
R
N×(4N+3) × RN×N → R✱ t❤❛t ✐s
ΦTIij (ω,Υ,∆) = ωi −
N∑
h=1
κih sin(δih + ηi) +
N∑
h=1
kih sin(∆ih + δih + ηh)
+
N∑
h=1
γih
sinϕh + cosϕh
2
sin(∆ih + φih + ψh)
−ωj +
N∑
h=1
κjh sin(δjh + ηj)−
N∑
h=1
kjh sin(∆jh + δjh + ηh)
−
N∑
h=1
γjh
sinϕh + cosϕh
2
sin(∆jh + φjh + ψh). ✭❆✳✷✸✮
❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✭t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❧✐♥❡s ♦❢ ✭❆✳✷✶✮ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΦTDij : R ×
R
N×(4N+3) × RN×N × RN → R✱ t❤❛t ✐s
ΦTDij (t,Υ,∆, θ
∗(0)) :=
N∑
h=1
sinϕh − cosϕh
2
sin(2ΛΩ(t) + ∆ih + 2θ
∗
i (0)− φih + ψh) ✭❆✳✷✹✮
−
N∑
h=1
sinϕh − cosϕh
2
sin(2ΛΩ(t) + ∆jh + 2θ
∗
j (0)− φjh + ψh).
❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
▲❡♠♠❛ ❆✳✸✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ∗(0) ∈ TN ✱ ❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω ∈ RN ✱ ❛❧❧
♣❛r❛♠❡t❡rs Υ ∈ RN×(4N+3)✱ ✐❢ s②st❡♠ ✭❆✳✶✾✮ ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ st❛rt✲
✐♥❣ ✐♥ θ∗(0) ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ Ω✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧
1 ≤ i < j ≤ N ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭❆✳✷✹✮ s❛t✐s❢②
ΦTIij (ω,Υ,∆) = 0, ✭❆✳✷✺❛✮
ΦTDij (t,Υ,∆, θ
∗(0)) = 0. ✭❆✳✷✺❜✮
Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❡♠♠❛✳ ❋✐rst❧②✱ ♥♦t❡
t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
ΦTIij (ω,Υ,∆) + Φ
TD
ij (t,Υ,∆, θ
∗(0)) = 0.
❙✐♥❝❡ ΦTIij (ω,Υ,∆) ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✇r✐t✐♥❣
ΦTIij (ω,Υ,∆) = cij ,
ΦTDij (t,Υ,∆, θ
∗(0)) = −cij , ✭❆✳✷✻✮
❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t cij ∈ R✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✱ t❤❡♥
♥❡❝❡ss❛r✐❧② cij = 0✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✭❆✳✷✻✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❛❧❧
t ≥ 0✱
0 = 2Ω(t)×
{
N∑
h=1
γih
[
cosψh cos(2ΛΩ(t) + ∆ih − φi + 2θ∗i (0))− sinψh sin(2ΛΩ(t) + ∆ih − φi + 2θ∗i (0))
]
−
N∑
h=1
γjh
[
cosψh cos(2ΛΩ(t) +∆jh − φj + 2θ∗j (0))− sinψh sin(2ΛΩ(t) +∆jh − φj + 2θ∗j (0))
]}
.
✭❆✳✷✼✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✱ Ω ✐s ❛ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (t, t¯)✱ s✉❝❤ t❤❛t Ω(t) 6= 0✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t¯)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✭❆✳✷✼✮ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t
N∑
h=1
γih
[
cosψh cos(2ΛΩ(t) + ∆ih − φi + 2θ∗i (0))− sinψh sin(2ΛΩ(t) + ∆ih − φi + 2θ∗i (0))
]
−
N∑
h=1
γjh
[
cosψh cos(2ΛΩ(t)+∆jh−φj+2θ∗j (0))− sinψh sin(2ΛΩ(t)+∆jh−φj+2θ∗j (0))
]
= 0,
✭❆✳✷✽✮
❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t¯)✳ ❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭❆✳✷✽✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t
Ω(t) 6= 0 ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t¯)✱ ♦♥❡ ❣❡ts
ΦTDij (t,Υ,∆, θ
∗(0)) = 0
❢♦r ❛❧❧ t ∈ (t, t¯)✱ t❤❛t ✐s✱ ❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ✭❆✳✷✻✮✱ cij = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ 
❆✳✸✳✷ ■♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛rt ✭❆✳✷✺❛✮ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
▲❡♠♠❛ ❆✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t N ⊂ RN×RN×(4N+3)✱ ❛♥❞ ❛ s❡t N0 ⊂ N s❛t✐❢②✐♥❣ µ(N0) = 0✱
s✉❝❤ t❤❛t ✭❆✳✷✺❛✮ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω∗ ∈ RN ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs Υ∗ ∈ RN×(4N+3) ❛❞♠✐ts
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ∆∗ ∈ RN×N ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (ω∗,Υ∗) ∈ N ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ (ω∗,Υ∗) ∈ N \ N0✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ (ω∗,Υ∗)✱ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ W ♦❢ ∆∗✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
f : U → W ✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ (ω,Υ) ∈ U ✱
Ä
ω, Υ, ∆ := f(ω,Υ)
ä
✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭❆✳✷✺❛✮ ✐♥ U ×W ✳
❘❡♠❛r❦ ❆✳✺✳ ■♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝✐t② ♦❢ f ✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧②
s♠♦♦t❤♥❡ss ❛s ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ ❧❛r❣❡❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✻✳
Pr♦♦❢ ✭❙❑❊❚❈❍✮ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s t❤❛t ♦❢
▲❡♠♠❛ ✷✳✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① Υ ❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Γ✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ F
❛♥❞ Fˆ ✭❝✉rr❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ r❡❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❇② ❧❡tt✐♥❣
yi := ∆iN ✱ i = 1, . . . , N − 1✱ ✇❡ ❧❡t
Fi(ω,Υ, y) := Φ
TI
iN (ω,Υ,∆(y)),
❛♥❞
Fˆi(ωˆi,Υ, y) := Φ
TI
iN (0,Υ,∆(y)) + ωˆi,
✇❤❡r❡ ∆iN (y) := yi✱ i = 1, . . . , N − 1✱ ❛♥❞ ∆nm(y) = ym− yn✱ n = 1, . . . , N ✱ m = 1, . . . , N − 1✳
❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝✐t② ♦❢ f ✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st
s♠♦♦t❤♥❡ss✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F ✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♠♣❧✐❝✐t
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭❑r❛♥t③ ❛♥❞ P❛r❦s✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✺✮✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡
r❡❛❞❡r t♦ r❡tr❛❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✐♥❞✳ 
❆✳✸✳✸ ◆♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❞②♥❛♠✐❝s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✻✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ∗(0)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ω ∈ RN ❛♥❞ Υ ∈ RN×(4N+3)✱
✭❆✳✶✾✮ ❛❞♠✐ts ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ∗(0)✳
Pr♦♦❢
❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ (ω,Υ) 6∈ N ✱ t❤❡♥✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ❆✳✹✱ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✺❛✮ ❛❞♠✐ts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ❆✳✸✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮
❛❞♠✐ts ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t (ω,Υ) ∈ N ✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐stsM0 ⊂ N ✱ ✇✐t❤ µ(M0) =
0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ∗(0)✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ✭❆✳✶✾✮ st❛rt✐♥❣ ✐♥ θ∗(0)✱ t❤❡♥ (ω,Υ) ∈ N0 ∪ M0✱ ✇❤❡r❡ N0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❆✳✹ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳✷✳ ■❢ ♦✉r ❝❧❛✐♠ ❤♦❧❞s tr✉❡✱ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t µ(M0 ∪ N0) = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s
♣r♦✈❡❞✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥str✉❝tM0 ❛s t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ✐t ❤❛s
③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭❑r❛♥t③ ❛♥❞ P❛r❦s✱ ✷✵✵✷✱ P❛❣❡ ✽✸✮✳
●✐✈❡♥ (ω,Υ) ∈ N \ N0✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ❆✳✹ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ∆(ω,Υ) s✉❝❤
t❤❛t (ω, Υ, ∆(ω,Υ)) ✐s s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭❆✳✷✺❛✮✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
N \ N0 :−→ RN×N
(ω,Υ) 7−→ ∆(ω,Υ)
✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛♥❛❧②t✐❝✱ s✐♥❝❡✱ ❛❣❛✐♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ❆✳✹✱ ❢♦r ❛❧❧ (ω,Υ) ∈ N \ N0 ✐t ✐s
❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ∋ (ω,Υ)✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥❞❡①❡s i 6= j✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
N \ N0 :−→ R ✭❆✳✷✾❛✮
(ω,Υ) 7−→ G(ω,Υ) := ΦTDij (0,Υ,∆(ω,Υ), θ∗(0)) ✭❆✳✷✾❜✮
✇❤❡r❡ ΦTDij ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭❆✳✷✾✮ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♥ N \N0✱ s✐♥❝❡
✐t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❑r❛♥t③ ❛♥❞ P❛r❦s✱ ✷✵✵✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✮✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ M0 ❛s t❤❡ ③❡r♦ s❡t ♦❢ G✱ t❤❛t ✐s
M0 := {(ω,Υ) ∈ N \ N0 : G(ω,Υ) = 0}. ✭❆✳✸✵✮
❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡ G ✐s ❛♥❛❧②t✐❝✱ µ(M0) = 0✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❢ (ω,Υ) ∈ (N \N0) \
M0✱ t❤❡♥ G(ω,Υ) 6= 0✱ t❤❛t ✐s✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ G ✐♥ ✭❆✳✷✾✮✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✺❜✮ ❛❞♠✐ts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ❆✳✸✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ θ∗(0)✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
(ω,Υ) ∈ N \
î
(N \ N0) \M0
ó
= N \
î
N \ (N0 ∪M0)
ó
= N0 ∪M0,
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ 
❆✳✸✳✹ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✻ ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s❡ts ♦❢ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲
❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❡①✐st✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✭❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✮✳
❍❡r❡ ✇❡ r❡❧❛t❡ t❤✐s ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ s❡t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❆✳✹✮ ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮✳
■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✭❆✳✹✮ ❛❞♠✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✮
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✱ t❤✐s ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✈✐❛ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① Φ✱
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr❛❞✐❝t ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✻✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❆✳✹✮ ❢❛❧❧s
✐♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ s❡t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✻ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✵✮ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❞②♥❛♠✐❝s✿
⋆ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ✐♥ ✭❆✳✶✮ ✐s ❧❛r❣❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ str❡♥❣t❤s✱ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s
❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ✭❆✳✶✾✮✱ ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✳
⋆⋆ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ♥❡❛r t❤❡ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❛t r❡❢❡r✲
❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞✱ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✻ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✮✱ ✇❡ str❡ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✺ ❜❡❧♦✇
t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞✐✛✉s✐✈❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ r♦❜✉st
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t ✐s t❤♦r♦✉❣❤❧②
str❡ss❡❞ ✐♥ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
r♦❜✉st❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❆✳✹✮ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❛t❤
♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞s
t♦ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡
♣❤❛s❡✲tr❛♣♣❡❞ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲❞r✐❢t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡✱ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str♦♥❣ ❛ttr❛❝t✐✈✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦
❛ttr❛❝t✐✈✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❧❡❢t t♦ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❆✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✸
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❑✉✲
r❛♠♦t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ■❙❙ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡
❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤♦s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭❆✳✶✾✮ st✐❧❧ ❛❞♠✐ts ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② r❡tr❛❝✐♥❣ t❤❡ st❡♣s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
❆✳✹✳✶ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts
■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭❆✳✶✾✮✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts r❡❛❞s✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j =
1, . . . , N ✱
θ˙i(t)− θ˙j(t) = ω˜i(t)−ω˜j(t)+
N∑
h=1
kih sin(θh−θi+δih+ηh)−
N∑
h=1
kjh sin(θh−θj+δjh+ηh) ✭❆✳✸✶✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ t ∈ R✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥♣✉ts ω˜i(t) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
ω˜i(t) = ̟i(t)− 1
N
N∑
j=1
̟j(t). ✭❆✳✸✷✮
❛♥❞✱ ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✮✱ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ̟i ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
̟i(t) = pi(t) + ωi −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi)
+
N∑
j=1
γij
ï
sinϕj + cosϕj
2
sin(θj(t)− θi(t) + φij + ψj) ✭❆✳✸✸✮
+
sinϕj − cosϕj
2
sin(θj(t) + θi(t)− φij + ψj)
ò
,
❛♥❞ pi : R→ R✱ i = 1, . . . , N ✱ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆✳✹✳✷ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ ■❙❙ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤
✐♥♣✉ts ✭❆✳✸✶✮✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
VI(θ˜) := 2
N∑
i=1
N∑
j=1
Eij sin
2
Å
θj − θi + δij + ηj
2
ã
, ✭❆✳✸✹✮
✇❤❡r❡ Eij =
kij
K ✱ ❛♥❞ K = maxij |kij |✱ ✐❢ k 6= 0✱ ♦r K = 1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① Υ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✷✷✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✭❆✳✸✹✮ ✐s ❛♥ ■❙❙ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✸✶✮ ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts ω˜✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① k ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❛t✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s
δij + ηj ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ i ❛♥❞ j✱ t❤❛t ✐s
kij = kji ∀i, j = 1, . . . , N, ✭❆✳✸✺❛✮
δij + ηj = −δji − ηi, ∀i, j = 1, . . . , N. ✭❆✳✸✺❜✮
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✸✺❛✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤❡r❡❛s
✭❆✳✸✺❜✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s sin(θj − θi + δij + ηj) ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✳
❲❡ str❡ss t❤❛t✱ ✐❢ ✭❆✳✸✺✮ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠ pi ✐♥ ✭❆✳✸✸✮✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t ♦✉r r♦❜✉st♥❡ss
❛♥❛❧②s✐s ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ❢✉❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭❆✳✸✺✮✳
■❢ ✭❆✳✸✺✮ ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ VI ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✸✶✮ r❡❛❞s
V˙I(θ˜) := (∇θ˜VI)T ˙˜θ
= −
N∑
i,j=1
Eij sin(θj − θi + δij + ηj)(θ˙i − θ˙j)
= −2
N∑
i,j=1
Eij sin(θj − θi + δij + ηj)θ˙i,
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❆✳✸✺❛✮ E ✐s ❛ s②♠✲
♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ❜② ✭❆✳✸✺❜✮✱ sin(θj − θi+ δij + ηj) ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ ∑Ni,j=1Eij sin(θj −
θi+ δij + ηj)θ˙j = −∑Ni,j=1Eij sin(θj − θi+ δij + ηj)θ˙i✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s
t❤❛t
∑N
i,j=1Eij sin(θj − θi + δij + ηj)
∑N
h=1̟h(t) = 0✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t t❤❛t
V˙I = −2
N∑
i=1
Ñ
N∑
j=1
Eij sin(θj − θi + δij + ηj)
é(
K
N∑
h=1
Eih sin(θh − θi + δij + ηj)) + ω˜i
)
= −2(K∇V T∇V +∇V T ω˜),
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t VI ✐s✱ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧② ♥❡❛r ✐ts ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛♥ ■❙❙ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
✭❆✳✸✶✮✳
❆✳✹✳✸ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r❡s✉❧t
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆✳✸✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡tr❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✼✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t δij+ηj =
−δji − ηi ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s❡t Ok ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞✱ ✐✳❡✳ ω˜ = 0✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✸✶✮ ✐♥ ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ❚❤❡♥
Ok ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ω˜✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✼ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✭✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✮ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆✳✸✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ■❙❙ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s✳ ❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤✐s✱ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ♥♦ ♦t❤❡r ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❜✉t t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿∣∣∣∣∣∣ωi − 1N
N∑
j=1
ωj −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi)− 1
N
N∑
h=1
κhj sin(δhj + ηh)
∣∣∣∣∣∣+ 2γ¯N
√
N ≤ δω,
✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ γ¯ ✐s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✸✳✶✵✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t δω > 0
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① k✳
❆✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✹
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❡♥t✐r❡❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s✳
■♥ t❤❡ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ s❤♦✇✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐s♦❧❛t❡❞
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✮ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡
✐s♦❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s r♦❜✉st ❛❧♠♦st✲❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r♦❜✉st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❆✳✺✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s
❍❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① Υ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✷✷✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✭❆✳✶✾✮ st✐❧❧ ❛❞♠✐ts ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t✱ ✐❢
kij = kji, ∀i, j = 1, . . . , N, ✭❆✳✸✻❛✮
γij = γji, ∀i, j = 1, . . . , N, ✭❆✳✸✻❜✮
ϕi = ϕj , ∀i, j = 1, . . . , N, ✭❆✳✸✻❝✮
δij + ηj = −δji − ηi, ∀i, j = 1, . . . , N, ✭❆✳✸✻❞✮
ψi = −φij ∀i, j = 1, . . . , N. ✭❆✳✸✻❡✮
t❤❡♥ ✭❆✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✸✻❛✮ ✐s t❤❡ ❦♥♦✇♥ s②♠♠❡tr✐❝
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❙✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆✳✸✻❜✱❝✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❛s❦✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ γij(sinϕj+cosϕj) ❛♥❞ γij(sinϕj− cosϕj) ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
♦❢ i ❛♥❞ j✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣❛✐♥s
γ∓ij := γij
sinϕj ± cosϕ
2
✭❆✳✸✼✮
✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠s ✭❆✳✶✾❝✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✾❞✮ ❛r❡ s②♠✲
♠❡tr✐❝✱ t❤❛t ✐s γ∓ij = γ
∓
ji ✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳ ❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✹✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✸✻❞✮ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s sin(θj − θi + δij + ηj) ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♠♣❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t ✭❆✳✸✻❡✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛s❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠s
sin(θj − θi+φij +ψj) ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠s sin(θj + θi−φij +ψj) ❛r❡
s②♠♠❡tr✐❝✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
W (θ, ω, κ, k, γ,Φ) =
N∑
i,j=1
kij sin
2
Å
θj − θi + δij + ηj
2
ã
✭❆✳✸✽❛✮
+
N∑
i,j=1
γ−ij sin
2
Å
θj − θi + φij + ψj
2
ã
✭❆✳✸✽❜✮
−
N∑
i,j=1
γ+ij sin
2
Å
θj + θi − φij + ψj
2
ã
✭❆✳✸✽❝✮
−
N∑
i=1
Ñ
ωi −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi)
é
θi. ✭❆✳✸✽❞✮
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ✐❢ ✭❆✳✸✻✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✱ t❤❡♥ ✭❆✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s
θ˙ = −∇θW ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ∂✭❆✳✸✽q✮∂θh ✱ ✇❤❡r❡ q ∈ {a, b, c} ❛♥❞ h ∈ {1, . . . , N}✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r✐❣❤t t❡r♠s ✐♥ ✭❆✳✸✽✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θh✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
−∂✭❆✳✸✽❛✮
∂θh
=
1
2

 N∑
j=1
khj sin(θj − θh + δhj + ηj)−
N∑
i=1
kih sin(θh − θi + δih + ηh)


=
1
2

 N∑
j=1
khj sin(θj − θh + δhj + ηj) +
N∑
i=1
khi sin(θi − θh + δhi + ηi)


=
N∑
j=1
khj sin(θj − θh + δhj + ηj) ✭❆✳✸✾✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❆✳✸✻❛✱❞✮✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j =
1, . . . , N ✱ −kji sin(θi − θj + δji + ηi) = kij sin(θj − θi + δij + ηj)✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❞✐✛✉s✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠ ✭❆✳✸✽❜✮ r❡✈❡❛❧ t❤❛t
−∂✭❆✳✸✽❜✮
∂θh
=
N∑
j=1
γ−hj sin(θj − θh + φhj + ψj). ✭❆✳✹✵✮
❋♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠ ✭❆✳✸✽❝✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
−∂✭❆✳✸✽❝✮
∂θh
=
1
2

 N∑
j=1
γ+hj sin(θj + θh − φhj + ψj) +
N∑
i=1
γ+ih sin(θh + θi + φih + ψh)


=
1
2

 N∑
j=1
γ+hj sin(θj + θh − φhj + ψj) +
N∑
i=1
γ+hi sin(θi + θh + φhi + ψi)


=
N∑
j=1
γ+hj sin(θj + θh − φhj + ψj), ✭❆✳✹✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❆✳✸✻❜✱❝✱❡✮✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j =
1, . . . , N ✱ γ+ij sin(θj + θi − φij + ψj) = γ+ji sin(θi + θj − φji + ψi)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t
− ∂
∂θh
Ñ
−
N∑
i=1
Ñ
ωi −
N∑
j=1
κij sin(δij + ηi)
é
θi
é
= ωh −
N∑
j=1
κhj sin(δhj + ηh),
❊q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✸✾✮✲✭❆✳✹✵✮✲✭❆✳✹✶✮ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ ✭❆✳✸✻✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✱ t❤❡♥ −∂W∂θh = θ˙h✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
t❤❛t W ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✭❆✳✶✾✮✳
❆✳✺✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r❡s✉❧t
■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✶✱ ✹✳✷✳✷✱ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸ ✇❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
W ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆✳✸✽✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢ ✭❆✳✸✽✮ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✸✻✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ωi −∑N
j=1 κij sin(δij + ηi) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢
t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
W0(θ, k, γ,Φ) =
N∑
i,j=1
kij sin
2
Å
θj − θi + δij + ηj
2
ã
✭❆✳✹✷❛✮
+
N∑
i,j=1
γ−ij sin
2
Å
θj − θi + φij + ψj
2
ã
✭❆✳✹✷❜✮
−
N∑
i,j=1
γ+ij sin
2
Å
θj + θi − φij + ψj
2
ã
, ✭❆✳✹✷❝✮
✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✭❆✳✸✻✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t −∇θW0 = f¯(θ, k, γ,Φ)✱ ✇❤❡r❡ f¯ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✶✾❜✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢W0
❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞✱ t❤❡♥
♦♥❡ ❝❛♥ ♣❧✉❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωi−∑Nj=1 κij sin(δij+ηi) ❜❛❝❦ ✐♥ ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ r♦❜✉st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✽✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t (k, γ,Φ) s❛t✐s❢② ✭❆✳✸✻✮✳ ❙✉♣✲
♣♦s❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ W0 ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ♦♥❧②
♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡t Wm ♦❢ ✐ts ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②
❛♥❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0 ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss K∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ s✉❝❤
t❤❛t✱ ✐❢ ∣∣∣∣∣∣∣ω −

 N∑
j=1
κij sin(δij + ηi)


i=1,...,N
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ δ ✭❆✳✹✸✮
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts W˜m✱ s❛t✐s❢②✐♥❣
|W˜m|Wm ≤ ρ
Ö∣∣∣∣∣∣∣ω −

 N∑
j=1
κij sin(δij + ηi)


i=1,...,N
∣∣∣∣∣∣∣
è
,
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧②
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✭❆✳✶✾✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✽ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s Φ✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r♦❜✉st❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡t ♦❢ W ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❤❛r❞ t❛s❦ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✐s ✜①❡❞✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❧❛② t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r
t❤✐s s❡t ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦r ♥♦t✳
❘❡♠❛r❦ ❆✳✾✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❆✳✹✮ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✭❆r♦♥s♦♥
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✽✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥
■t❡♠ ✷ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s
♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧②
❞✐✛✉s✐✈❡ t❡r♠s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ W ❛r❡ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱
❣✐✈❡♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t θ∗✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ θ∗ + a1N ✱ ✇✐t❤ a ∈ R✱ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ W ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s✱ r♦❜✉st
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s t❤✉s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛t ♠♦st st❛❜❧❡✱ ❜✉t
♥❡✈❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✱ t❤✉s ❡①❝❧✉❞✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❜② ❝♦♥✈❡rs❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ t❤❡♦r❡♠s ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✶✱
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼✮✱✭❙♦♥t❛❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t ✐s str❡ss❡❞✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❣✉♠❡♥ts✱
✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❑♦♣❡❧❧✱ ✶✾✾✵✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✭✇✐t❤♦✉t ❞❡❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ✐♥ ♣❛✐rs ♦r ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❆✳✻ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✺
❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts✿
❆✮ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ✐s s♠❛❧❧ ✭❝❢✳ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✷ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✮✳
❇✮ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧✳
❆✮✿ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭❆✳✶✾✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠s ❝❛♥
st✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✈✐❛ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✷ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✷ ♥❛t✉r❛❧❧②
❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❤❛s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠ ❛❞♠✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛s❡
❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✻✮✳
❇✮✿ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✳
❲✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ζij := φij + ψj − δij − ψj ✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ ✇❡ st❛rt ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡
❞✐✛✉s✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
sin(θj − θi + φij + ψj) = sin(θj − θi + δij + ηj) + sin(θj − θi + δij + ηj + ζij)
− sin(θj − θi + δij + ηj)
= sin(θj − θi + δij + ηj) ✭❆✳✹✹✮
+2 sin
Å
ζij
2
ã
cos
Å
θj − θi + δij + ηj + ζij
2
ã
,
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t② sin a−sin b = 2 sin
Ä
a−b
2
ä
cos
Ä
a+b
2
ä
✳
❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭❆✳✹✹✮ ✐♥ ✭❆✳✶✾✮✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱
N∑
j=1
kij sin(θj − θi + δij + ηj) +
N∑
j=1
γij
sinϕj + cosϕj
2
sin(θj − θi + φij + ψj) =
N∑
j=1
(kij + γ
−
ij ) sin(θj − θi+ δij + ηj) + 2
N∑
j=1
γ−ij sin
Å
ζij
2
ã
cos
Å
θj − θi + δij + ηj + ζij
2
ã
. ✭❆✳✹✺✮
✇❤❡r❡ γ−ij ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✸✼✮✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡
δij + ηj = φij + ψj , ∀i, j = 1, . . . , N, ✭❆✳✹✻✮
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ζij = 0 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈✐❛
γ−ij ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛s❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐❢ ✭❆✳✹✻✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✱ ❜② r❡tr❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ ❜❡❝♦♠❡s
Ωij := |ωi − ωj | −
N∑
h=1
Ä
|γ+ih|+ |γ+jh|
äÇπν
2ω
+
ν2
6ω2
å
−
N∑
h=1
Ä
|εih|+ |εjh|
ä
> 0,
✇❤❡r❡
ν := 2 max
h=1,...,N
(
|ω˜h|+
N∑
h′=1
Ä
|γ+hh′ |+ |εhh′ |
ä)
, ✭❆✳✹✼❛✮
ω :=
1
N
N∑
i=1
ωi, ✭❆✳✹✼❜✮
ω˜h := ωh − ω¯, ∀h = 1, . . . , N, ✭❆✳✹✼❝✮
εhh′ := khh′ + γ
−
hh′ , ∀h, h′ = 1, . . . , N. ✭❆✳✹✼❞✮
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ [ζij ]ij=1,...,N 6= 0✱ t❤❡ t❡r♠ −∑Nh=1 (∣∣∣γ−ih sin Ä ζih2 ä∣∣∣+ ∣∣∣γ−jh sin ( ζjh2 )∣∣∣) ♠✉st ❜❡
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✵ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❆✳✶✾✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts (i, j) ∈ N 6=N ✱ s✉❝❤ t❤❛t
Ωij := |ωi − ωj | −
N∑
h=1
Ä
|γ+ih|+ |γ+jh|
äÇπν
2ω
+
ν2
6ω2
å
−
N∑
h=1
Ä
|εih|+ |εjh|
ä
−
N∑
h=1
Å∣∣∣∣γ−ih sinÅζih2 ã∣∣∣∣+ ∣∣∣∣γ−jh sinÅζjh2 ã∣∣∣∣ã > 0. ✭❆✳✹✽❛✮
✇❤❡r❡ ν, ω, ω˜h, εh,h′ ✱ h, h
′ = 1, . . . , N ✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✹✼✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs (i, j)
✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❢♦r ✭❆✳✶✾✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✳
❘❡♠❛r❦ ❆✳✶✶✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✳✹✽✮
❝❛♥ ❜❡ r♦❜✉st❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✭❆✳✹✻✮ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✈❡r✐✜❡❞✱
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐✳❡✳ −∑Nh=1 (∣∣∣γ−ih sin Ä ζih2 ä∣∣∣+ ∣∣∣γ−jh sin ( ζjh2 )∣∣∣)✱
✐s s♠❛❧❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤♦s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t✱ ✐❢ ✭❆✳✹✽✮ ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ζij = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ δdesynch > 0✱
s✉❝❤ t❤❛t ✭❆✳✹✽✮ ✐s st✐❧❧ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❛s❡ ζij 6= 0✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |ζij | < δdesynch✱
❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , N ✳
❆✳✼ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ❛♥❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②
♠♦❞❡❧s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ❛♥❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❲❡ ♣✐❝❦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐✲
❝❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r str♦♥❣❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ▲❛♥❞❛✉✲❙t✉❛rt ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✭r♦❜✉st♥❡ss ♦❢
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ t♦ s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡♥s✐t②✮✱ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✱ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✭❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡s❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ❢✉t✉r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❆✳✼✳✶ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s r❡❛❞
V˙i = 5Vi − V 3i − aiwi +
K
N
Ñ
N∑
j=1
Vj −NVi
é
+
γ
N
N∑
j=1
Vj ✭❆✳✹✾✮
w˙i = aiVi + 0.1
K
N
Ñ
N∑
j=1
wj −Nwi
é
✭❆✳✺✵✮
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t a¯ = 1 ❛s ❢♦❧❧♦✇s
ai = 0.95 + 0.1
i− 1
N − 1 ,
i = 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t a = 0.1
❛s ❢♦❧❧♦✇s
ai = 0.095 + 0.01
i− 1
N − 1 ,
i = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② K = 0.5✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r γ = −1.7K✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r γ = −2K✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ❆✳✶✱ ❆✳✷✱ ❛♥❞ ❆✳✸✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✻✮✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✱ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st❧② ♣❡rs✐sts
✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✹✮✳ ❈♦♥✲
✈❡rs❡❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✺✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✭r✐❣❤t✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s r♦❜✉st❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦r ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭N = 5✮ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t = 50✳ ▲❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭N = 5✮ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t = 50✳ ❙♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✿ r♦❜✉st
♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳ ▲❡❢t✿ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s
s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭N = 5✮ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t = 50✳ ❙♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✳ ❘✐❣❤t✿ tr❛❥❡❝t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ Vi, wi
♣❧❛♥❡s✳
❆✳✼✳✷ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♥❡✉r♦♥s ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ N = 7 ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
CV˙i = Iapp − gK,in4i (Vi − VK)− gNa,im3ihi(Vi − VNa)− gl(Vi − Vl)
+
K
N
Ñ
N∑
j=1
Vj −NVi
é
+
γ
N
N∑
j=1
Vj
n˙i = αn(Vi)(1− ni)− βn(Vi)ni
m˙i = αm(Vi)(1−mi)− βm(Vi)mi
h˙i = αh(Vi)(1− hi)− βh(Vi)hi,
❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , 7✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s αx, βx✱ x = n,m, h✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❍♦❞❣❦✐♥
❛♥❞ ❍✉①❧❡② ✭✶✾✺✷✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ ◆❡r♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧ VK = −12 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
✐♥ ❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡② ✭✶✾✺✷✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❞✐✉♠ ◆❡rs♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❦ ◆❡r♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡
r♦✉♥❞❡❞ t♦ VNa = 120 ❛♥❞ Vl = 10.6✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s gl = 0.3✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
gK,i = g¯K(1 + i)
gNa,i = g¯Na(1 + 2i),
✇❤❡r❡ g¯K = 36 ❛♥❞ gNa = 120✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
Iapp = 60✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r Iapp = 0✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
str❡♥❣t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② K = 2✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r γ = −2K✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♠❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r γ = −1.41K✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ❆✳✹✱ ❆✳✺✱ ❛♥❞ ❆✳✻✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✻✮✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✱ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st❧② ♣❡rs✐sts
✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✹✮✳ ❈♦♥✲
✈❡rs❡❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
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P❛rt ■■
▼♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s

❈❤❛♣t❡r ✻
❘❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✶
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱
✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❞②♥❛♠✲
✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❙❚◆✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❡♥tr❛❧
♥❡r✈♦✉s s②st❡♠✬s ♥❡✉r♦♥s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ♠✐❣❤t ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡❤✐♥❞ P❉✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✹✳✷ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♣❛❣❡ ✶✻ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❍②❜r✐❞ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ t②♣❡ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✶✵✮ ♦✛❡r ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡✉r♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ t❤❡✐r s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛❜❧❡ t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✸✮✳
❲❡ s❤♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧s ❛t r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs
❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② r♦❜✉st ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ✭♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r✲
❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ♦r ❆❉Ps✱ ✭●✉③♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐s
✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛st ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞
♥❡✉r♦♥s t❤❛t ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❤②❜r✐❞ ♥❡✉r♦♥
♠♦❞❡❧✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤✐s ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ♦❢
❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ✭❉❆✮ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜r✐❡✢② ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❉❆ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❆❉Ps✱ ❛ ❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨❛❛r✐✱ ✷✵✵✽✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ❆❉Ps ❛r❡ t✐❣❤t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦st✲s♣✐❦❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡①❝✐t❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♦❢ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨❛❛r✐✱ ✷✵✵✽❀ ❇❡✉rr✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ ❉❆ ♥❡✉r♦♥s ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉Ps ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② r♦❜✉st ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭●✉③♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ r❤②t❤♠ ❛♥❞ ❆❉Ps s❤❛♣❡ ❛r❡ ❜❛r❡❧②
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
✶❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ Pr♦❢✳ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤r❡ ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✐è❣❡✱ ❇❡❧❣✐✉♠✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❇❡❧❣✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❉❨❙❈❖ ✭❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱
❈♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮✱ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ■♥t❡r✉♥✐✈❡rs✐t② ❆ttr❛❝t✐♦♥ P♦❧❡s Pr♦❣r❛♠♠❡✱ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❡❧❣✐❛♥
❙t❛t❡✱ ❙❝✐❡♥❝❡ P♦❧✐❝② ❖✣❝❡✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❬❋P✼✴✷✵✵✼✲✷✵✶✸❪ ✉♥❞❡r
❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥✳✷✺✼✹✻✷ ❍❨❈❖◆✷ ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣
s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛ s✉❜♠✐tt❡❞ ✏❈❆▲▲ ❈❘❊❉■❚❙ ❆◆❉ P❘❖❏❊❈❚❙ ❋✳❘✳❙✳✲❋◆❘❙ ✷✵✶✶ ✭❈❈✮✑ ♣r♦❥❡❝t✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❘♦❜✉st ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛② tr❛❝❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ st✐♠✉❧✉s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❉❆ ♥❡✉r♦♥s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❛r ❤②❜r✐❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❉❆ ♥❡✉r♦♥s s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s r❡♣r♦❞✉❝❡s ✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t② t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❉❆ ♥❡✉r♦♥s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t✐♥② ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐sr✉♣t ✐ts ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❆❉Ps s❤❛♣❡✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s t❤❡ r❡❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s t❤✉s ❛✐♠s ❛t ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
s✐♠♣❧❡ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉Ps✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❞②♥❛♠✐❝s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❛t ✐s
❆❉Ps ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨❛❛r✐✱ ✷✵✵✽✮✱ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❘❛♥❞❛❧❧✱ ✷✵✵✾✮✱ ❛♥❞ s♣✐❦❡
❧❛t❡♥❝② ✭▼♦❧✐♥❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ❢♦r ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ ♣❧❛♥❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✷ ❛♥❞ ✻✳✷✳✸ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❆❉Ps✱ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
s♣✐❦❡ ❧❛t❡♥❝② ✈✐❛ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ❞❡❡♣❡♥
❢✉rt❤❡r t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢❛st ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡
■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦
✭❋✐t③❍✉❣❤✱ ✶✾✻✶✮ ♦r ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ✭❍✐♥❞♠❛rs❤ ❛♥❞ ❘♦s❡✱ ✶✾✽✹✮✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
❛s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s tr❛♥s❝rt✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳
■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❛ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ❤②❜r✐❞ ♥❡✉r♦♥
♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ q✉❛❧✲
✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❉❆ ♥❡✉r♦♥s✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❛♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❉❆ ♥❡✉r♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❛st ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿ ❢♦❧❞✱ ❢♦r
t❤❡ ■③❤✐❦✐❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✶✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠
♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ P❉✴❉❇❙ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❉❇❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❝❤✐✛✱ ✷✵✶✵✮✳
✻✳✶ ❆ s❤♦rt s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❜❛s✐s ♦❢ s♣✐❦✐♥❣
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ r❡❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
✻✳✶✳✶ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
◆❡✉r♦♥s✱ ❛s ❧✐✈✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞ ✭❚r❡✈♦rs
❛♥❞ ❙❛✐❡r ❏r✱ ✷✵✶✶✱ ❙❡❝♦♥❞ ▲❛✇ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣②✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t♦ ❝✉rr❡♥ts ❛❝r♦ss
✐ts ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s❡❡ ✐♥ ✭❍✐❧❧❡✱ ✶✾✽✹✱ ❈❤❛♣t❡rs ✶✲✺✮✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s❡❡ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✼✱ ❈❤❛♣t❡rs ✺✲✾✮✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ❋♦r ❛
♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ s❡❡ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❛♣t❡rs ✶✲✼✮✱
❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳
❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t tr❛♥s♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥s✱ ♠❛✐♥❧②
s♦❞✐✉♠Na+✱ ♣♦t❛ss✐✉♠K+✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠ Ca2+ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥
♠❡♠❜r❛♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡t ❝✉rr❡♥t Iions✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡❞✐✉♠s ❛ ♥❡t ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ Vm✳
❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❧❛②s ✐ts❡❧❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r♦❧❡✳ ❱✐❛ ✐ts ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r✱ ✐t ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♠❡❞✐✉♠s ✭t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r✮✱ t❤❛t ✐s ✐t ❛❝ts ❛s ❛ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡
Cm✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ Vm ✉♥❞❡r ❛ ❝✉rr❡♥t Iions ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②
Cm
dVm
dt
= Iions. ✭✻✳✶✮
❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♠✉st ❛❧s♦ s❛t✐s❢② ❖❤♠✬s ❧❛✇✳ ▲❡t
I ❜❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❝✉rr❡♥t✳ ■❢ g ✐s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
I + Iions + gVm = 0. ✭✻✳✷✮
❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭✻✳✷✮ ✐♥t♦ ✭✻✳✶✮✱ ✇❡ ❣❡t
Cm
dVm
dt
= −gVm + I,
t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❘❈✲❝✐r❝✉✐t✳ ❆s s✉❝❤✱ ❛ ♥❡✉r♦♥
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❜❡❤❛✈✐♦r ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② r❡❛❧ ♥❡✉r♦♥s r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❤✐❞❞❡♥ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳
✻✳✶✳✷ ■♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
❉✉❡ t♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❡❛❝❤ ✐♦♥ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ◆❡r♥st✷ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❡r♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❧✐❦❡K+✮ t❡♥❞ t♦ ✢♦✇ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
❝❡❧❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♦✉t✇❛r❞✮ ❝✉rr❡♥ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ◆❡r♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧
✭Na+ ❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡✱ Ca2+✮ t❡♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✐♥✇❛r❞✮ ❝✉rr❡♥ts✳
❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐ts ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ t❤r♦✉❣❤
s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ t②♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t
st❛t✐❝✱ ❜✉t t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✈♦❧t❛❣❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❣❛t❡s✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❣❛t❡s✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s✳ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ♦♣❡♥ ✭❛❝t✐✲
✈❛t❡✮ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ❝❧♦s❡ ✭✐♥❛❝t✐✈❛t❡✮ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♦♥✐❝
❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❣❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛
s♦❞✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ st❛t❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② m✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ❛ s♦❞✐✉♠ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡ ✐s ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ❜② h✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✉s❡ n ❛♥❞ d ❢♦r ♣♦t❛ss✐✉♠
❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s✸✳ ❆s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧
✭❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡②✱ ✶✾✺✷✮ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s gNa ❛♥❞ gK ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦❞✐✉♠
❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
gNa = g¯Nam
3h, gK = g¯Kn
4, ✭✻✳✸✮
✇❤❡r❡ g¯Na, g¯K > 0 ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥✐❝
❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♦♥ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ❣❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡s
♦❢ t❤❛t t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ❛r❡
♦♣❡♥✱ t❤❡♥ n = 1 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡
s♦❞✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ❛r❡ ♦♣❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡♥
gNa = g¯Na0.2
30.6 = 0.048g¯Na ✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛t❡s ❡✈♦❧✈❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛♣✐❞✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡② r❡❛❝t ✐s ✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ Na+ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡ m ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t♦ r❡❛❝t
t❤❛♥ ✐ts ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ h✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ K+ ❛♥❞ Ca2+ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s n ❛♥❞ d✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ h✱ n✱
❛♥❞ d✱ ❡✈♦❧✈❡ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡✲s❝❛❧❡✳
❚❤❡ ❝♦✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ❘❈✲❝✐r❝✉✐t ✭✻✳✶✳✶✮
✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❘❈✲❝✐r❝✉✐t ✇✐t❤ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ♥❡✉r♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡②✱ ✶✾✺✷✮✱
✇❤♦s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❆s ❛♥ ❡♠❜❧❡♠❛t✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ✇❡ ♣✐❝❦ t❤❡
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳
✻✳✷ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧s
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡②✱ ✶✾✺✷✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❛ ♥♦♥✲
✐♥❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t ICa = −g¯Cada(V − VCa)✱ ✇❤❡r❡ g¯Ca ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛❧❝✐✉♠
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ VCa ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ◆❡r♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ a ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ♣❡r
❝❛❧❝✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ❡✈♦❧✈❡ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡✲s❝❛❧❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ d ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
✷❚❤❡ ◆❡rst ♣♦t❡♥t✐❛❧ VX ♦❢ ❛♥ ✐♦♥ X ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ ♠❡❞✐✉♠s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ X ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡❞✐✉♠s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ VX ∝ log
[X]in
[Xout]
✭❍✐❧❧❡✱ ✶✾✽✹✱ ❈❤❛♣t❡rs ✶✮✳
✸■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥❛❝t✐✈❛t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳ Cm ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ VNa ❛♥❞ VK ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠
◆❡r♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s gNa ❛♥❞ gK ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✻✳✸✮✳ IC = CmdV/dt
✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛t ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ INa ❛♥❞ IK ❛r❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣♦t❛ss✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦ ❝✉rr❡♥t IL ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ♣❛ss✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ✭❙❦✐♥♥❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳
f(n) ♦❢ t❤❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ n✱ ❢♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : [0, 1] → [0, 1]✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❛❞s
V˙ = I − g¯Kn4(V − VK)− g¯Nam3h(V − VNa)− gl(V − Vl)− g¯Caf(n)a(V − VCa) + Ipump
n˙ = αn(V )(1− n)− βn(V )n
m˙ = αm(V )(1−m)− βm(V )m
h˙ = αh(V )(1− h)− βh(V )h, ✭✻✳✹✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①tr❛ ❉❈✲❝✉rr❡♥t Ipump ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ♣✉♠♣s ❝✉rr❡♥ts
✭❍✐❧❧❡✱ ✶✾✽✹✱ ❈❤❛♣t❡rs ✹✮✳ ❋♦r t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♣❛rt✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣❛♣❡r ✭❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡②✱ ✶✾✺✷✮✳ ❆s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s f(n) := n✱
❛♥❞ a := 3✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ♣♦t❛ss✐✉♠
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛t❡s ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ st❛t❡ ✏ICa✲
♦✛✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ gCa = Ipump = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✏ICa✲♦♥✑ t♦ gCa = 2.7 ❛♥❞ Ipump = −19✳
❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t ❛♥② ♣r❡❝✐s❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡♠ ❛s ❛
s✐♠♣❧❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸❛✮✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠
❝✉rr❡♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸❜✮ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❤❛❧❧♠❛r❦s✿ ❆✮ s♣✐❦❡ ❧❛t❡♥❝② ✭t❤❡ ❜✉rst
✐♥✐t✐❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✮❀ ❇✮ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
✭s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ✈♦❧t❛❣❡ t❤❛♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❡❞ st❛t❡✮❀ ❈✮
❛❢t❡r✲❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦r ❆❉P✱ ✭t❤❡ ❜✉rst t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳
❙✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿
s♣✐❦❡ ❧❛t❡♥❝② ✭❘❡❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❛♥✱ ✶✾✾✼❀ ▼♦❧✐♥❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❇❡✉rr✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✱ ❆❉Ps ✭❆③♦✉③ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨❛❛r✐✱ ✷✵✵✽✮✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✹✳✷✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧s✳
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✭❜✮ ICa ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊①♦❣❡♥♦✉s ❜✉rst✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✹✮ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❛❧✲
❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t✳
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✭❜✮ ICa ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊①♦❣❡♥♦✉s ❜✉rst✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t✳
✻✳✷✳✶ P❧❛♥❛r r❡❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠ ❜②✿ ✐✮ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♦❞✐✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ m ≡ m∞(V )✱ ✇❤❡r❡ m∞(V ) =
αm(V )/(αm(V ) + βm(V ))❀ ✐✐✮ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ✭❋✐t③❍✉❣❤✱ ✶✾✻✶✮✱ h + sn = c✱ ✇✐t❤ s, c ≃ 1✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✭✻✳✹✮ ✇✐t❤
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛❜♦✈❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❛r s②st❡♠
V˙ = I − g¯Kn4(V − VK)− g¯Nam∞(V )3(0.89− 1.1n)(V − VNa)− gl(V − Vl)
−g¯Can3(V − VCa) + Ipump
n˙ = αn(V )(1− n)− βn(V )n ✭✻✳✺✮
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳
✻✳✷✳✷ P❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❜❡❛✉t② ♦❢ ♣❧❛♥❛r r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡② ♣❡r♠✐t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤r♦✉❣❤
♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏♥✉❧❧❝❧✐♥❡✑ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱
✇✐t❤ x = V, n✱ ❛s t❤❡ s❡t {(V, n) ∈ R2 : x˙ = 0}✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✭❧❡❢t✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡
♣♦rtr❛✐t ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❡ ✭❋✐t③❍✉❣❤✱
✶✾✻✶✮ ❢♦r ❋✐t③❍✉❣❤ ♣❛♣❡r✱ ❛♥❞ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱
✷✵✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♣✉r♣♦s❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s✱ ❧②✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✱
✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ◆✲s❤❛♣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥✱ t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❧♦s❡s st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✸ t❤r♦✉❣❤
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② r❛♣✐❞❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
❛ttr❛❝t♦r✳ ❆s t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛✱ t❤❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛❣❛✐♥ ❣❧♦❜❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ❜✉rst t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✭❛✮✮✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✺ ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ t❤❡ ✏st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✛✑ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ❧②✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❢❛r ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✏❤♦✉r❣❧❛ss✑ s❤❛♣❡✳ ■ts
❧❡❢t ❜r❛♥❝❤ ✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❣✉✐❞❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ❛❢t❡r ❛ s♣✐❦❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ V˙ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛t t❤❡ ❢✉♥♥❡❧
♦❢ t❤❡ ❤♦✉r❣❧❛ss✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆❉P ❛♣❡①✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts t✇♦
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ n✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❛r❡ ❛ s❛❞❞❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥
✐s t✉r♥❡❞ ♦♥✱ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❜r❡❛❦s ✉♣ ✐♥ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♦♥❡ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r
◆✲s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❆r♦✉♥❞ t❤✐s ❜r❛♥❝❤
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡
❛♥❞ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛t❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜r❛♥❝❤ ♦❢
t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❧✐❡s ♥♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❡ n✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s
r❡❣✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛t
r❡st✱ tr❛✈❡❧s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥✉❧❧❝❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐s s♠❛❧❧✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst s♣✐❦❡ ✐s ✜r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛t❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t✳
✻✳✷✳✸ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
❲❡ ❝❛♥ s❤❡❞ ♠♦r❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✲♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✭✻✳✺✮ ✇✐t❤ I ❛s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✳ ❲❡ ✉s❡ ❳PP❆❯❚ ✭❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✹✮ ❢♦r t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ICa✲♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥❧② ❢♦r s♠❛❧❧
I✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❡❞✲s♣✐❦❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ I ✐♥ ❛ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
❛ st❛❜❧❡ ❞❡♣♦❧❛r✐③❡❞✱ ✐✳❡✳ ❤✐❣❤✲✈♦❧t❛❣❡✱ st❛t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✭❧❡❢t✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳ ❆s
❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ❢♦r I < IAH t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s t❤❛t ❧♦s❡s st❛❜✐❧✐t② ❛t I = IAH
✐♥ ❛ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
t❤❡ st❛❜❧❡ s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❲❤❡♥ I ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜❡❧♦✇ ISNLC ✱ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ s❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡ ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡ ✭♥♦t ❞r❛✇♥✮ ❜❡✐♥❣ ❜♦r♥ ❢r♦♠ t❤❡
s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② r❡❧❛①❡s ❜❛❝❦ t♦ r❡st✳
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✭❞✮ ICa ♦♥✱ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ P❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐ts ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❛❧❝✐✉♠
❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛s ❛ s♦❧✐❞ t❤✐♥ ❧✐♥❡✱ t❤❡ n✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❛s ❛ ❞❛s❤❡❞ t❤✐♥ ❧✐♥❡✳
❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❛s s♦❧✐❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❇❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s ❞❡♥♦t❡ st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s✱ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s
st❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡s ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s✱ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ sq✉❛r❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✭r✐❣❤t✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❡❧②
♠♦❞❡❧✳ ❋♦r I < ISN t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ st❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ✭❧♦✇❡r ❜r❛♥❝❤✮✱ ❛ s❛❞❞❧❡ ✭❝❡♥tr❛❧ ❜r❛♥❝❤✮✱ ❛♥❞
❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦❝✉s ✭✉♣♣❡r ❜r❛♥❝❤✮✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ❝♦❛❧❡s❝❡ ✐♥
❛ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦❧❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛t I = ISN ✱ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢♦r I > ISN ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ICa✲♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✉♥♠❛s❦s t❤❡ ❣❤♦st ♦❢ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜r❛♥❝❤ ♦❢ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✺ ✭❞✮ ❜❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ n✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❚❤❡ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs
✐♥ ❛ s❛❞❞❧❡ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛s I ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❜❡❧♦✇ ISH ✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡ts t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② r❡❧❛①
❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❡❞ st❛t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❛✮✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉rt❤❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
t❤❡ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳
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✭❛✮ ICa ♦✛ ✭❜✮ ICa ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❖♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥ts st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s ✉♥st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦r s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡s ❧❛❜❡❧❡❞ Vmin ❛♥❞ Vmax r❡♣r❡s❡♥t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳ ✭❛✮✿ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②
♠♦❞❡❧✳ ✭❜✮✿ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳ Ix✱ ✇✐t❤ x = SNLC,AH, SH, SN ✱ ❞❡✲
♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦❡s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ x✳ ❙❡❡
t❤❡ t❡①t ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t ❢♦r
I ∼ ISN ✳ ❚❤❡ ❣r❛② t❤✐❝❦ tr❛❥❡❝t♦r② ❞❡♣✐❝t t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡✳
✻✳✸ ❈❛❧❝✐✉♠ ❣❛t❡❞ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛✲
t✐♦♥
❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ t❤❡ s❤❛r♣ t✐♠❡ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥∣∣∣∣dVdt
∣∣∣∣≫
∣∣∣∣dndt
∣∣∣∣
❜❡t✇❡❡♥ V ❛♥❞ n ❧❡ts t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s♣❡♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❛r t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡
V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s t❤✉s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❞②♥❛♠✐❝s✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✳ ❲❡ ❞♦
t❤✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❛ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st V ✲❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡r✐✈❡
r✐❣♦r♦✉s❧② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✳
✻✳✸✳✶ ❚r❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s
❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ V˙
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ I ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ Itc ∈ (2.4, 2.46) ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❤❛s ❛ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳
▲❡t fV (V, n, I) ❜❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✺✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠
❝✉rr❡♥ts✱ t❤❛t ✐s
fV (V, n, I) := V˙
∣∣∣
ICa✲♦♥
, ✭✻✳✻✮
✇❤❡r❡ V˙ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✺✮ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts (Vtc, ntc) ∈ R2✱ s✉❝❤ t❤❛t
fV (Vtc, ntc, Itc) = 0 ✭✻✳✼❛✮
∂fV
∂V
(Vtc, ntc, Itc) = 0 ✭✻✳✼❜✮
∂fV
∂n
(Vtc, ntc, Itc) = 0 ✭✻✳✼❝✮∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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< 0 ✭✻✳✼❞✮
∂2fV
∂V 2
(Vtc, ntc, Itc) 6= 0, ✭✻✳✼❡✮
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✭tr❛♥s✈❡rs❛❧✮ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭❙❡②❞❡❧✱ ✷✵✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✱ ❚❤✳ ✺✳✼✮
♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❛t (Vtc, ntc)✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ V ❛①✐s✱ ❛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✼❡✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✼❛✮ ✐s
t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ∂fV∂n ❛♥❞
∂fV
∂V ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ I✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✼❜✮
❛♥❞ ✭✻✳✼❝✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛s I < Itc ✈❛r✐❡s✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✭❛✮✱ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t
❡①tr❡♠❛ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❧✐❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥
t❤❡ ❧✐♥❡ ∂fV∂n = 0✱ ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s I > Itc ✈❛r✐❡s✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✭❜✮✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❧✐❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ∂fV∂V = 0✳ ❙✐♥❝❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❡①tr❡♠❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✼❜✮ ❛♥❞
✭✻✳✼❝✮ ❢♦❧❧♦✇✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ✭✻✳✼❜✮ ❛♥❞ ✭✻✳✼❝✮ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦✐♥t (Vtc, ntc) ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② ❛s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛♥❛r ❧✐♥❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✭❛✮✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✼❞✮ ❛♥❞ ✭✻✳✼❡✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳
■♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♠✐t n˙ = 0✱ t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✭❙tr♦❣❛t③✱ ✷✵✵✶✮ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇✐t❤ n ❛s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ❢♦r I = Itc✱ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s
❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❛t n = ntc✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ∂V˙∂V = 0 ❛r❡ st❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
∂V˙
∂V < 0✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ∂V˙∂V = 0 ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲
❍✉①❧❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♥❡✇ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳
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✭❝✮ I = ISH ∼ 2.497
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✭❞✮ I = 2.52
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ P❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ✐♥ t❤❡ ICa✲♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛s ❛ s♦❧✐❞ t❤✐♥ ❧✐♥❡✱ t❤❡ n✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❛s ❛ ❞❛s❤❡❞ t❤✐♥ ❧✐♥❡✳
Ws ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ Wu ✐ts ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ L ❞❡♥♦t❡s
❛ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ tr❛❥❡❝t♦r②✳
∂V˙
∂V
< 0 ∂V˙
∂V
> 0
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✻✳✺✮ ❢♦r I = Itc ♥❡❛r t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ s❡❧❢✲
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♠✐t n˙ = 0✳ ❚❤✐❝❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ∂V˙∂V = 0✳ ❆rr♦✇s ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ V˙ ✐♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳
✻✳✸✳✷ ❆ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❧❡♠♠❛
■♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✻✳✺✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✼✮✳
▲❡t
ǫg(V, n) := n˙, ✭✻✳✽✮
✇❤❡r❡ n˙ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✺✮✱ ❛♥❞
g0 := g(Vtc, ntc), ✭✻✳✾✮
✇❤❡r❡ Vtc ❛♥❞ ntc s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✼❜✮✲✭✻✳✼❜✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ✭✻✳✽✮ ✐s ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ V ❛♥❞ n✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✮ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳
▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t g0 < 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛✣♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛
r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ǫ ❛♥❞ I t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠
V˙ = fV (V, n, I) ✭✻✳✶✵❛✮
n˙ = ǫg(V, n), ✭✻✳✶✵❜✮
✇❤❡r❡ fV ❛♥❞ g ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✮✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠
v˙ = v2 − w2 + I + h1(v, w, ǫ) ✭✻✳✶✶❛✮
w˙ = ǫ(−1 + h2(v, w, ǫ)), ✭✻✳✶✶❜✮
✇❤❡r❡ h1(v, w, ǫ) = O(v
3, v2w, vw2, w3, ǫv, ǫw, ǫ2) ❛♥❞ h2(v, w, ǫ) = O(v, w, ǫ)✳
Pr♦♦❢ ▲❡t α := 12
∂2fV
∂V 2
(Vtc, ntc, Itc)✱ β :=
1
2
∂2fV
∂V ∂n(Vtc, ntc, Itc)✱ γ :=
1
2
∂2fV
∂n2
(Vtc, ntc, Itc)✱ ❛♥❞
λ := −β√
β2−γα ✳ ❋r♦♠ ✭✻✳✼✮ ❛♥❞ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r
I = Itc✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ v = α(V − Vtc) + β(n − ntc)✱ w =
√
β2 − γα(n − ntc)✱
tr❛♥s❢♦r♠s ✭✻✳✶✵✮✱ ❛❢t❡r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ǫ✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
v˙ = v2 − w2 + λǫ+ h1(v, w, ǫ)
w˙ = ǫ(−1 + h2(v, w, ǫ)).
◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t fV ✐s ❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ I 6= Itc t❤❡ ❡①tr❛ t❡r♠ α(I−Itc) ♠✉st
❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ v˙✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t I˜ := λǫ + α(I − Itc)✳

❋♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭✻✳✶✶✮ ✇✐t❤ I = 0 t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s ❣✐✈❡♥ ❜② w = ±
√
v2✳
✻✳✸✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡s ✻✳✽ ✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✸ t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ r✐❣♦r♦✉s❧②✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶ ❛♥❞
❡①♣❧♦✐t t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ w t❤r♦✉❣❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
t❤❡♦r② ✭●❙P❚✮✳
▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♦❢ ●❙P❚✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐♥ ✭❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✺✮
❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦♣✐❝✱ ❛♥❞ ✐♥ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❝✱❜✱❛✮ s♦♠❡ r❡❝❡♥t
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❧② ❢♦r t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳
S−r
S−a
S+a S+r
✭❛✮
∆
w
v
Sǫa = Wu
Sǫr = Ws
✭❜✮
∆
w
v
Sǫa = Wu
Sǫr = Ws
✭❝✮
∆
v
w
Sǫa = Wu
Sǫr = Ws
✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ P❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ♦❢ ✭✻✳✶✶✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ ❛♥❞ I✳ ✭❛✮✿ ❢❛st✲s❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ✭✻✳✶✶✮ ❢♦r ǫ = I = 0✳ ✭❜✮✿ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇ ❛ttr❛❝t✐✈❡ Sǫa ❛♥❞ r❡♣❡❧❧✐♥❣ S
ǫ
r ♠❛♥✐❢♦❧❞s
❢♦r ǫ > 0 ❛♥❞ I > Ic(
√
ǫ)✱ ✇❤❡r❡ Ic(
√
ǫ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳ ✭❝✮✿ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ Sǫa
❛♥❞ Sǫr ❢♦r ǫ > 0 ❛♥❞ I = Ic(
√
ǫ)✳ ✭❞✮✿ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ Sǫa ❛♥❞ S
ǫ
r ❢♦r ǫ > 0 ❛♥❞ I < Ic(
√
ǫ)✳
❚❤❡ t✐♠❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ t := ǫτ tr❛♥s❢♦r♠s ✭✻✳✶✶✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠
ǫv˙ = v2 − w2 + I + h1(v, w, ǫ) ✭✻✳✶✷❛✮
w˙ = (−1 + h2(v, w, ǫ)), ✭✻✳✶✷❜✮
✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✺✮ ✐♥ t❤❡ s❧♦✇ t✐♠❡s❝❛❧❡ τ ✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ǫ = 0✱ ❝♦♠♠♦♥❧②
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♠✐t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❢r♦♠ ✭✻✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✷✮ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s
0 = v2 − w2 + I + h1(v, w, ǫ) ✭✻✳✶✸❛✮
w˙ = (−1 + h2(v, w, ǫ)), ✭✻✳✶✸❜✮
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❧♦✇ t✐♠❡s❝❛❧❡ τ ✱ ❛♥❞
v˙ = v2 − w2 + I + h1(v, w, ǫ) ✭✻✳✶✹❛✮
w˙ = 0, ✭✻✳✶✹❜✮
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛st t✐♠❡s❝❛❧❡ t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡
❢❛st✲s❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✻✳✶✸✮✲✭✻✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ●❙P❚ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ǫ > 0✳
❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✸✮ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ s❡t S0 := {(v, w) ∈ R2 : v2 −
w2 + I + h1(v, w, ǫ) = 0}✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ S0 ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✹✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ S0 ♦♥ ✇❤✐❝❤
∂V˙
∂V ✐s ♥♦♥✲
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡
st❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∂V˙∂V ✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♣♦✐♥ts ✐♥ S0 ✇❤❡r❡
∂V˙
∂V = 0 ❝♦♥st✐t✉t❡
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✹✮ ❡①❤✐❜✐ts✱ ❢♦r I = 0✱ t✇♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✭❛✮✱ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ V ✲
♥✉❧❧❝❧✐♥❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡
r✐❣❤t ❦♥❡❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧t ♦❢ ●❙P❚✱ ✜rst❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❋❡♥♥✐❝❤❡❧ ✭❋❡♥✐❝❤❡❧✱ ✶✾✼✾✮✱ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ǫ s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧✱ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ S0 ♣❡rs✐st ❛s ♥❡❛r❜② ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠❛♥✐❢♦❧❞s Sǫ ♦❢ ✭✻✳✶✵✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s❧♦✇ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫ ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ S0 ♦❢
r❛❞✐✉s O(ǫ)✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ Sǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✸✮✳ ❲❡
♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t Sǫ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❜✉t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ✉♣ t♦ O(e
c/ǫ)✱ ❢♦r s♦♠❡ c > 0✳
❚❤❛t ✐s✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ Sǫ ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡ ✭✐♥ ǫ✮ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r Sǫ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ ❧❡t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✳
❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡rt✉r❜ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦❧✐❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❜❛s✐s Sǫ✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s ♣♦✐♥t ✐s ♠♦r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡✳ ❖♥❧② r❡❝❡♥t❧② s♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ tr❡❛t❡❞
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❝✱❜✱❛✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮ s❦❡t❝❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫ ❛❢t❡r t❤❡ ❢♦❧❞ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞
t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ Sǫ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❢t❡r t❤❡ tr❛s❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞
❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✮✳
▲❡t ∆ := {(v, w) ∈ R2 : v− ≤ v ≤ v+, w = ρ}✱ ❜❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ✇❤❡r❡
ρ < 0 ❛♥❞ |ρ| ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ v−, v+ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ∆ ∩ S+r 6= ∅✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ǫ > 0✱ ❧❡t
qa,ǫ := ∆ ∩ Sǫa ❛♥❞ qr,ǫ := ∆ ∩ Sǫr ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❡①✐st✱ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❧♦❝❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② r❡♣❡❧❧✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s Sǫa ❛♥❞ S
ǫ
r ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ∆✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷
❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♦❢ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✮✹ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✻✳✶✶✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥ ✭✷✵✵✶❜✮✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts
ǫ0 > 0 ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ic(
√
ǫ)✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, ǫ0] ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ Ic(0) = 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❛❧❧ ǫ ∈ (0, ǫ0]✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ❤♦❧❞
✶✳ qa,ǫ = qr,ǫ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I = Ic(
√
ǫ)
✷✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ A ∋ Ic(
√
ǫ)✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ I ∈ A✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ∆∩Sǫa 6= ∅✱
∆ ∩ Sǫr 6= ∅✱ ❛♥❞
∂
∂I
(qa,ǫ − qr,ǫ) > 0.
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s r❡s✉❧t✳
❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ic(
√
ǫ) ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λc(
√
ǫ) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞
❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✮ ❜② Ic(
√
ǫ) := ǫλc(
√
ǫ)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ǫ > 0✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r I
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ✐s ❥✉st t❤❡ r❡✲s❝❛❧✐♥❣ I = ǫλ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭❑r✉♣❛
❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❜✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✶✮✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t t❤❡♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✺✮✳
✹❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ Pr♦❢✳ ❙③♠♦❧②❛♥ ❢♦r ❤✐s ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✳
❋✐rst❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ t❤❡ s❧♦✇ r❡♣❡❧❧✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫr
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t Ws✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Sǫr✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ S
ǫ
r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥t✱ t❤❛t ✐s Sǫr ⊂ Ws✳ ❙✐♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r ❛♥❞ ❍♦❧♠❡s✱
✷✵✵✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✷✮ Ws ✐s ❛❧s♦ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✱ Ws = S
ǫ
r✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Sǫr✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ǫ > 0✱ t❤❡ s❧♦✇
♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫr ♣❛ss❡s ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s O(ǫ) ❛♥❞ ✐s r♦✉❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ r❡♣❡❧❧✐♥❣ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ S0✳ P✐❝❦ ǫ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t✿ ✐✮
♥♦ ♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❜✉t t❤❡ s❛❞❞❧❡ ❧✐❡ ✐♥ U ❀ ✐✐✮ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦❧✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡Wu✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥ U ✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
Sǫr ❛♥❞ Wu ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ U ✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ❛
✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❜✉t t❤❡ s❛❞❞❧❡ ❧✐❡ ✐♥ U ✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t Sǫa ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t S
ǫ
a = Wu✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ Wu ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡✳ ❋♦r ǫ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤✐s
❜r❛♥❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦❧✐❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ r✐❣❤t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡r❡✱ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ●❙P❚ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✐t s❧✐❞❡s ✉♣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❢♦❧❞ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ r✐❣❤t
❦♥❡❡✳ ❋r♦♠ ✭❑r✉♣❛ ❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❛✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Wu ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛❢t❡r t❤❡
❢♦❧❞ ♣♦✐♥t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❜❡r✺✱ ❛♥❞ ❛rr✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❡❢t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❆❣❛✐♥✱ ❜② st❛♥❞❛r❞ ●❙P❚ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ Wu
❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡r❡ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ Sǫa ♦❢ S0✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦r♦❧❧❛r②
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳ ❋♦r I > Ic(
√
ǫ)✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ Wu ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛❢t❡r t❤❡
tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ Ws✱ ❛♥❞ s♣✐r❛❧s t♦✇❛r❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t
❝②❝❧❡✱ ✇❤♦s❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ●❙P❚ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭❑r✉♣❛
❛♥❞ ❙③♠♦❧②❛♥✱ ✷✵✵✶❝✮✮✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✭❞✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵
✭❜✮✳ ❆s I t❡♥❞s t♦ Ic(
√
ǫ)✱ Wu t❡♥❞s t♦ Ws✳ ❆t I = Ic(
√
ǫ)✱ Wu ❡①t❡♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥t t♦ Ws✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✭❝✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✵ ✭❝✮✳ ❋♦r I < Ic(
√
ǫ)✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Wu ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ Ws✱ t♦✇❛r❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ♥♦❞❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✭❞✮✳
✻✳✹ ❆ ♥❡✇ r❡❞✉❝❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞②✲
♥❛♠✐❝s
■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭✻✳✶✶✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡
■③❤✐❦❡✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ s✐♠♣❧❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞
❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧
v˙ = v2 − w2 + I ✐❢ v ≥ vth, t❤❡♥ ✭✻✳✶✺❛✮
w˙ = ǫ(av − w + w0) v ← c, u← d, ✭✻✳✶✺❜✮
✇❤❡r❡ a, c, d, w0, I, vth ∈ R ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍②❜r✐❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ♥❡✉r♦♥ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡st✐♥❣✲s♣✐❦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞
r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ✇❤❡♥ v r❡❛❝❤❡s ❛ ❤✐❣❤ t❤r❡s❤♦❧❞ vth✱ ❜♦t❤ v ❛♥❞ w ❛r❡ r❡s❡t❡❞ t♦ ✜①❡❞
✈❛❧✉❡s c ❛♥❞ d r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥
✺❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠ ♣❛ss✐♥❣ ❜② t❤❡ ❢♦❧❞ ♣♦✐♥t✱ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❙✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✺✮ ✇✐t❤ a = 0.6, c = 2, d = 35, w0 = −15, vth = 120✳
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❧❡❣❡♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❢t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ V ✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✶✵✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ●❙P❚✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✺✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✭❈❢✳ ❋✐❣✉r❡
✻✳✺✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ v
❛♥❞ w✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ v✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ♣❧❛②s ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t ♦t❤❡r ❤②❜r✐❞ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ v✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
✻✳✹✳✶ ❍②❜r✐❞ s✐♥❣✉❧❛r❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
❚❤❡ s❛❞❞❧❡✲❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠✲
❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✺✮✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ w0 < 0✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭✻✳✶✶✮ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛
✻✳✶✱ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ❛♣♣❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ✭✻✳✶✺✮ t✇♦ ♥❡✇ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ǫ = 0✱ ✐♥ t❤❡ ❢❛st t✐♠❡s❝❛❧❡ t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
s❧♦✇ t✐♠❡s❝❛❧❡ τ := t/ǫ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
0 = v2 − w2 + I ✐❢ v ≥ vth, t❤❡♥ ✭✻✳✶✻❛✮
w˙ = av − w + w0 v ← c, u← d, ✭✻✳✶✻❜✮
❛♥❞
v˙ = v2 − w2 + I ✐❢ v ≥ vth, t❤❡♥ ✭✻✳✶✼❛✮
w˙ = 0 v ← c, u← d, ✭✻✳✶✼❜✮
❞❡✜♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✻✳✶✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧♦✇✲❢❛st ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✶✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♠✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✸✳✸ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡t✉r♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
Spike
ThresholdReset
S+r
S−a S
−
r
S+a
✭❛✮
Spike
ThresholdReset
w
v
∆
Sǫr = Ws
Wu
Sǫa
✭❜✮
Spike
ThresholdReset
w
v
∆
Sǫr = Ws
Wu
Sǫa
✭❝✮
Spike
ThresholdReset
w
v
∆
Sǫr = Ws
Wu
Sǫa
✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ P❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✺✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ ❛♥❞ I✳
✭❛✮✿ ❋❛st✲s❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ǫ = I = 0✳ ✭❜✮✿ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❢♦r ǫ > 0
❛♥❞ I > Ic(
√
ǫ)✱ ✇❤❡r❡ Ic(
√
ǫ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳ ✭❝✮✿ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇
♠❛♥✐❢♦❧❞s ❢♦r ǫ > 0 ❛♥❞ I = Ic(
√
ǫ)✳ ✭❞✮✿ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❢♦r ǫ > 0 ❛♥❞
I < Ic(
√
ǫ)✳
t❤❡ r✐❣❤t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ S0 ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞ r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮✳ ❚❤❡ s❧♦✇ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫa ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ❛❧s♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ Wu t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤②❜r✐❞ r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ Ws ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤❡ s❧♦✇ r❡♣❡❧❧✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫr✳ ▲❡t Ic(
√
ǫ) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳ ❋♦r I > Ic(
√
ǫ)✱
t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞Wu ✐s ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ r❡st ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢Ws ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦
t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✭❜✮✳ ❆t I = Ic(
√
ǫ) t❤❡ ❤②❜r✐❞ r❡s❡t ❝♦♥♥❡❝ts
Wu ❛♥❞ Ws✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤②❜r✐❞ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✭❝✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ❢♦r I < Ic(
√
ǫ)✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Wu ✐s ❜r♦✉❣❤t ❜❛❝❦
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ Ws✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❣❧♦❜❛❧❧② st❛❜❧❡✳
❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✻✳✶✺✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t (c, d)✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✐t ✐s ❛ttr❛❝t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❡❢t
✉♣♣❡r ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ✉♥❞❡r
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✇♦ s❧♦✇ ♠❛♥✐❢♦❧❞s
t❤❛t ❛r❡ O(ec/ǫ) ♥❡❛r✱ ❢♦r s♦♠❡ c > 0✳ ❇② t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✱ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t Ic ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❧♦✇ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ s❧♦✇ r❡♣❡❧❧✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❛r❡ ❛❣❛✐♥ O(ec/ǫ) ♥❡❛r✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t✱ ♠♦❞✉❧♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ O(ec/ǫ)✳ ❚❤❡
s❛♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ v✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡s✳
❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❤②❜r✐❞ ❤♦♠♦❝❧✐♥✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ s✐♥❣✉❧❛r
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✭❛✮✱
t❤❛t ❝❛♥ ♣❡rs✐st ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♠✐t✳
✻✳✹✳✷ ❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s
❋♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ✭✻✳✶✺✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s
v˙ = v2 + bvw − w2 + I ✐❢ v ≥ vth, t❤❡♥ ✭✻✳✶✽❛✮
w˙ = ǫ(av − w + w0) v ← c, u← d. ✭✻✳✶✽❜✮
❚❤❡ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡r b ∈ R ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ v✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ✜t ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✜❞❡❧✐t② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ✭✻✳✶✽✮ t♦ t❤❛t ♦❢ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❜②
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝♦♥st✐t✉t❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ❆❉Ps✳ ❇② r♦❜✉st ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡
♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✭t♦♣✮
❞❡♣✐❝ts t❤❡ r♦❜✉st ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❆❉Ps ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✳ ❆ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❉❈ ❝✉rr❡♥t st❡♣ ♦r
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ r❤②t❤♠ ❛♥❞
t❤❡ ❆❉P s❤❛♣❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✽✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇❡r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❝❛❧❝✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❞②♥❛♠✐❝s
z˙ = −ǫzz, ✐❢ v ≥ vth, t❤❡♥ z ← z + dz. ✭✻✳✶✾✮
❚❤❡ t❡r♠ −z✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♦✉t✇❛r❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ♣✉♠♣s ❝✉rr❡♥ts✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ v ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ✭✻✳✶✽✮ ❛♥❞ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✹✳
❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✻✳✶✹ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣✱ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❆❉Ps ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ t✇♦ r❡❞✉❝❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✻✳✶✶ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✺✮✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❆❉P ❛♣❡① ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛t t❤❡
❤♦✉r❣❧❛ss ❢✉♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♥✉❧❧❝❧✐♥❡✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♠❛♥✐❢♦❧❞ Sǫa✳ ❚❤✐s ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛ttr❛❝ts t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ st❡❡rs t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❆❉P ❛♣❡①
❛♥❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❆❉P ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❜❛r❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❝❤♦s❡♥ r❡s❡t ♣♦✐♥t✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ t♦ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❍✐rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮ ❡♥s✉r❡s✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉P ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts✳
❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❆❉Ps ✐♥ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✹✮ ❛♥❞ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐③❤✐❦❡✈✐❝❤✳♦r❣✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✴✜❣✉r❡✶✳♠ ✭s❡❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❢♦r t❤❡ ✉s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳
■♥ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ❆❉Ps ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝r♦ss t❤❡ v✲♥✉❧❧❝❧✐♥❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s str✐❦✐♥❣❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✭t♦♣✮✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✱ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ❛♥② ❛ttr❛❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❉P ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡s❡t
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✭❝✮ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ◆♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ✐♥ ✭❛✮ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉❆
♥✉❡r♦♥s ✭❉r✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✱ ✭❜✮ t❤❡ ♥❡✇ r❡❞✉❝❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✺✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤
♠♦❞❡❧ ✭■③❤✐❦❡✈✐❝❤✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✺✮ ❛r❡✿ b = −1.5, I =
100, ǫ = 1, a = 0.25, w0 = −5, vth = 40, c = −10, d = 20, ǫz = 0.1, dz = 150✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❆❉Ps ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ❤②❜r✐❞
♠♦❞❡❧s✳ ▲❡❣❡♥❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✺✮ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✸✱ ❛♣❛rt t❤❛t ❤❡r❡ I = 1✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
♣♦✐♥t✳ ❲❤❡♥ ❛ st❡♣ ♦❢ ❉❈ ❝✉rr❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞
❆❉P s❤❛♣❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s s♠❛❧❧✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ♣❛❝❡✲♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉P ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐sr✉♣t❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s♠❛❧❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉t t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡s
✐♥❞❡❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s♣✐❦✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ r♦❜✉st ❛ttr❛❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ s♣✐❦✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ♥♦♥ r♦❜✉st t♦ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡
❧❡ts ❡✈❡♥ t❤❡ r❡s❡t ♣♦✐♥t ❢❛❧❧s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❞♦✉❜❧❡ts✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s
✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t② t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ♠❛❦❡s ✐t
✉♥s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧
✭✻✳✶✺✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉P ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢
❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
t❤❡ tr❛♥s❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✈♦❧t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✭✻✳✶✺✮ ❛s ❛ s✐♠✲
♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝
♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ❛♥❞ ❞♦♣❛♠✐♥✲
❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s
❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✻✳✶✹
v˙ = 0.04v2 + 5v + 140− w + I − z if v ≥ vth, then
w˙ = a(bv − w) v ← c, u← u+ d,
z˙ = −azz z ← z + dz.
✇❤❡r❡ I = 0 ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣♦rtr❛✐t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆❉Ps ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ I = 5 ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ♣❧♦ts✱
❛♥❞ a = 1, b = 0.2, vth = 30, c = −60, d = −21, dz = 5, az = 0.1✳
❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❉❆ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸
CV˙ = −g¯Nam3h(V − VNa)− g¯Kn4(V − VK)− g¯Ca(L)
KM,L
KM,L + [Ca2+]
dL(V − VCa)
−gl(V − Vl)− ICa,pump,max
Ç
1 +
KM,P
[Ca2+]
å−1
− g¯K,Ca
Ç
[Ca2+]
KD[Ca2+]
å2
(V − VK),
m˙ = (m∞(V )−m)/τm(V ),
h˙ = (h∞(V )− h)/τh(V ),
n˙ = (n∞(V )− n)/τn(V ),
d˙L = (dL∞(V )− dL)/τdL(V ),
˙[Ca2+] = −k1(ICa(L) + ICa,pump)− k2INa,
✇❤❡r❡ C = 10−3 µF/cm2✱ VNa = 50 mV ✱ VK = −95 mV ✱ Vl = −54.3 mV ✱ VCa = 120 mV ✱
g¯Na = 0.16 S/cm
2✱ g¯K = 0.024 S/cm
2✱ gl = 0.3 10
−3 S/cm2✱ g¯Ca(L) = 3.1 10−3 S/cm2✱ g¯K,Ca =
5 10−3 S/cm2✱ ICa,pump,max = 0.0156 mA/cm2✱ KM,P = 0.0001 mM ✱ KM,L = 0.00018 mM ✱
k1 = 0.1375 10
−3✱ KD = 0.4 10−3 mM ✱ k2 = 0.018 10−4✳
❈❤❛♣t❡r ✼
◆❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥② ❢r♦♠ ❛♥
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✈✐❡✇♣♦✐♥t✶
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ P❛rt ■ t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t❤❡r
❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♠♦♥❣ ✐ts ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ■t ✜♥❞s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♠❡❞✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ s✉❝❤ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥
♠❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛st ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✱ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
✐❞❡♥t✐❝❛❧ s②st❡♠s t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❛❣❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡s ❧✐tt❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s
♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡
♦❢t❡♥ ❤❛r❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♠♣♦s❡s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❜❡✐♥❣
t❤❛t ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ r❡str✐❝t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♣❡ s♦♠❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞
t♦ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❍✐♥❞♠❛rs❤ ❛♥❞
❘♦s❡✱ ✶✾✽✹✮✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧❧②✱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts✱ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧❧②✱ t❤r♦✉❣❤ s②♥❛♣t✐❝ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ r❡❧② ♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜② ✈✐❡✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✮ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s②st❡♠s ✭r❡❢❡rr❡❞
✶❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ Pr♦❢✳ ▲✳ ❙❝❛r❞♦✈✐ ❛t ❚❯▼✱ ▼✉✲
♥✐❝❤✱ ●❡r♠❛♥②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❬❋P✼✴✷✵✵✼✲
✷✵✶✸❪ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥✳✷✺✼✹✻✷ ❍❨❈❖◆✷ ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡✳
t♦ ❛s s♣❡❝✐❡s✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r
✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐s✲
t✉r❜❛♥❝❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❆r❝❛❦ ❛♥❞ ❙♦♥t❛❣✱ ✷✵✵✻❀ ❙♦♥t❛❣✱ ✷✵✵✻❜❀ ❆r❝❛❦
❛♥❞ ❙♦♥t❛❣✱ ✷✵✵✽✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s✉❜s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♠❛tr✐①✱
✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ r♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ✭❱✐❞②❛s❛❣❛r✱ ✶✾✽✶❀ ▼♦②❧❛♥ ❛♥❞ ❍✐❧❧✱
✶✾✼✽✮✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ L2 ❣❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✳ ■♥ ✭❙t❛♥ ❛♥❞ ❙❡♣✉❧❝❤r❡✱ ✷✵✵✼❀ ❍❛♠❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙t❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❖✉❞ ❛♥❞
❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❛ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥
✭❙♣♦♥❣✱ ✶✾✾✻❀ P❛✈❧♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✻❀ P❤❛♠ ❛♥❞ ❙❧♦t✐♥❡✱ ✷✵✵✼❀ ▲♦❤♠✐❧❧❡r ❛♥❞ ❙❧♦t✐♥❡✱ ✶✾✾✽❀
❲❛♥❣ ❛♥❞ ❙❧♦t✐♥❡✱ ✷✵✵✹❀ ❙t❡✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣
❞②♥❛♠✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❤❡❛✈✐❧② ✉s❡ ❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉r❡❧② ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②s✿ ✐✮ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐✐✮ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❛❦❡r✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤✉s ♣❛✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②st❡♠s ❢♦r❝❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉ts
✭❡✳❣✳ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s✮✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❛❞❛♣t ✐t t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳ Pr♦♦❢s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳
✼✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t
❚❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ◆♦t❛t✐♦♥ ❛t ♣❛❣❡ ✷✺✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ n ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢N s✉❜s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s s♣❡❝✐❡s ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts
❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♠❡s ✐♥t♦
♣❧❛② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ♦♥❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
❊❛❝❤ s♣❡❝✐❡s k ∈ {1, . . . , N} ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t j ∈ {1, . . . , n} ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣❡r❛t♦r Hk,j : L
m
2e → Lm2e✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
yk,j = Hk,jvk,j , vk,j ∈ Lm2e. ✭✼✳✶✮
❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
vk,j = wk,j +
N∑
i=1
σk,iyi,j +
n∑
z=1
akj,z(yk,z − yk,j), ✭✼✳✷✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳
✇❤❡r❡ wk,j ♠♦❞❡❧s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱
∑N
i=1 σk,iyi,j ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧✐♥❣
❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t j✱ ❛♥❞
∑n
z=1 a
k
j,z(yk,z − yk,j) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡s k ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts aki,j ✱ k = 1, . . . , N ✱ i, j = 1, . . . , n ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝✲
t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦ s❡❧❢✲❧♦♦♣s✱ t❤❛t ✐s akj,j = 0✱ ❢♦r ❛❧❧
k = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐❡s s✉♣❡rs❝r✐♣t k✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
aki,j ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ s♣❡❝✐❡s t♦ s♣❡❝✐❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ N ×N ♠❛tr✐①
Σ := [σk,i]k,i=1,...,N . ✭✼✳✸✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ η ∈ RN ✱ ❧❡t
Eη := Σ− ❞✐❛❣(η1, . . . , ηN ). ✭✼✳✹✮
❲❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② Yk := col(yk,1, . . . , yk,n)✱ Vk := col(vk,1, . . . , vk,n)✱Wk := col(wk,1, . . . , wk,n)✱
t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♦✉t♣✉ts✱ ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡s k✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢
✈❡❝t♦rs Zk✱ k = 1, . . . , N ✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ✈❡❝t♦r ❜② Z := ❝♦❧(Z1, . . . , ZN )✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦✉t♣✉ts ❜② Y := ❝♦❧(Y1, . . . , YN ) ∈ LnN2e ✳
❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ✐♥♣✉t ✭✼✳✷✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❛s
Vk = Wk +
N∑
i=1
σk,iYi − LkYk, ∀k = 1, . . . , N, ✭✼✳✺✮
✇❤❡r❡ Lk :=
î
lki,j
ó
i,j=1,...,n
∈ Rn×n ✐s t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ k✲t❤ ❞✐✛✉s✐✈❡
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
lki,j :=
® ∑n
z=1 a
k
i,z, i = j
−aki,j , i 6= j.
✭✼✳✻✮
❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Lk ✭●♦❞s✐❧ ❛♥❞ ❘♦②❧❡✱ ✷✵✵✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② λk ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ✭❲✉✱ ✷✵✵✺✮ ❛s
λk := min
z∈1⊥n ,|z|=1
zTLkz. ✭✼✳✼✮
❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②st❡♠ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✷✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦✉t✲
♣✉ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦✉t♣✉t Y k ∈ Lm2e ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❡s k
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Y k :=
1
n
n∑
j=1
yk,j , k = 1, . . . , N. ✭✼✳✽✮
❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r
Y ∆k := col(yk,1 − Y k, . . . , yk,n − Y k), ✭✼✳✾✮
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Y ∆k = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t yk,1 = yk,2 =
. . . = yk,n✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❛♥t✐t② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k
♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ [0, T ]✱ T ≥ 0✱ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜② ‖Y ∆k ‖T ✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs V ∆k ❛♥❞ W
∆
k ✳
✼✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✷✮ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♦♣❡r✲
❛t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r
❚❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣r♦♣❡rt② t❤❛t r❡❧❛t❡s ♦✉t♣✉t
❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ✐♥♣✉t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs ♣❛✐rs✳ ■t t❤✉s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t t♦
st✉❞② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ●✐✈❡♥ γ ∈ R ❛♥❞ I ⊂ N✱ ❛ ❢❛♠✐❧②H ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rsHi : Lm2e → Lm2e✱
i ∈ I✱ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ γ✲♠✉t✉❛❧ r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ I✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts βi,j ∈ R✱ s✉❝❤
t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ui, uj ∈ Lm2e✱ ❛♥❞ ❛❧❧ T ≥ 0✱
γ‖Hiui −Hjuj‖2T ≤ 〈(Hiui −Hjuj) , (ui − uj)〉T + βi,j . ✭✼✳✶✵✮
❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts βi,j ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜✐❛s❡s✳
▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳
❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳❆✮✱ ❛ s❝❛❧❛r
❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ x˙ = −f(x) + u ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t♣✉t y = x ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐ts r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ s❛t✐s✜❡s ❛
♦♥❡✲s✐❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭P❛✈❧♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ s❝❛❧❛r
❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s x˙ = −ax + bu✱ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡
♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t γ = ab ✳
❋♦r st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❛ss✐✈❡
s②st❡♠s ✭❙t❛♥ ❛♥❞ ❙❡♣✉❧❝❤r❡✱ ✷✵✵✼❀ ❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✮ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❞②♥❛♠✐❝s

x˙j = f(xj , uj) + δfj(xj , vj)
xj(0) = x
0
j
yj = hk(xj)
✭✼✳✶✶✮
✇❤❡r❡ uj , yj ∈ Rm✱ xj ∈ Rp✱ ❛♥❞ vj ∈ Rq✱ ❢♦r ❛❧❧ ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳ ◆♦t❡ t❤❛t f : Rp×Rm → Rp
✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ xj✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠ δfj : R
p×Rq → Rp✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ V : Rp → R≥0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t γ ∈ R s✉❝❤ t❤❛t ❛❧♦♥❣ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✼✳✶✶✮✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . , n✱
V˙ (xi − xj) ≤ −γ(yi − yj)2 + (ui − uj)T (yi − yj)+ï
∂V
∂x
(xi − xj)
òT
(δfi(xi, vi)− δfj(xj , vj)). ✭✼✳✶✷✮
●✐✈❡♥ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s vi, vj : R≥0 → Rq✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s x0i , x0j ✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥s ui, uj ∈ Lm2e✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢
✭✼✳✶✶✮✱ ∥∥∥∥∥
ï
∂V
∂x
(xi − xj)
òT
(δfi(xi, vi)− δfj(xj , vj))
∥∥∥∥∥
T
≤ C, ✭✼✳✶✸✮
❢♦r ❛❧❧ T ≥ 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✼✳✶✶✮ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲
❝♦❡r❝✐✈❡ ✇✐t❤ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t γ ❛♥❞ ❜✐❛s❡s βi,j = V (x
0
i − x0j ) + C✳
❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② δfj(xj , vj) ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✭♣♦ss✐❜❧②
t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣✮ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s vj ✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✼✳✶✸✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣②
❛❞❞❡❞ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ st♦r❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮
r❡q✉✐r❡s t❤✐s ❡♥❡r❣② t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠s ✐♥♣✉ts✳ ❲❤❡♥ δfj = 0✱ ❢♦r
❛❧❧ j = 1, . . . , n✱ t❤❡ ♦♥❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ s❛②s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♣❛ss✐✈❡ s②st❡♠s ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧②
r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞
❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣❛ss✐✈❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✮
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x˙cj = Acx
c
j +Buj +Aucxu,
x˙uj = Aux
u
j + δfj(x
u
j )
xj(0) = x
0
j
yj = Cx
c
j
✭✼✳✶✹✮
✇❤❡r❡ yj , uj ∈ Rm✱ xcj ∈ Rpc ✱ xuj ∈ Rpu ✱ ❛♥❞ [Ac, B] ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Au ✐s ❍✉r✇✐t③✱ t❤❛t δfj ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣❛rt x
u
j ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡r❡ ❡①✐sts αj , bj > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x
u
j (0)✱
|xuj (t)| ≤ bj |xuj (0)|e−αjt, ∀t ≥ 0, ✭✼✳✶✺✮
❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣❛rt xcj ✐s ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❛ss✐✈❡✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① Q :=ñ
Qc 0
0 Qu
ô
✱ ✇❤❡r❡ Qc ∈ Rpc×pc ❛♥❞ Qu ∈ Rpu×pu ✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t γ ∈ R✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
i, j = 1, . . . , n✱
d
dt
1
2
(xi − xj)TQ(xi − xj)
=
d
dt
(xci − xcj)TQc(xci − xcj) +
d
dt
(xui − xuj )TQu(xui − xuj )
≤ γ(yi − yj)2 + (yi − yj)T (ui − uj) +
1
2
(xui − xuj )T (QuAu +ATuQu)(xui − xuj ) +
(xui − xuj )TQu(δfi(xui )− δfj(xuj ))
≤ γ(yi − yj)2 + (yi − yj)T (ui − uj) +
(xui − xuj )TQu(δfi(xui )− δfj(xuj )), ✭✼✳✶✻✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣❛rt ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦
♣❛ss✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♣❛ss✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Au ✐s ❍✉r✇✐t③✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✼✳✶✺✮✱ ❛♥❞ t❤❛t δfj ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s xuj (0), x
u
i (0)✱∫ T
0
(xui − xuj )TQu(δfi(xui )− δfj(xuj ))dt ≤
2max(bj |xuj (0)|, bi|xui (0)|)
1
minj=1,...,n αj
Cδ, ✭✼✳✶✼✮
✇❤❡r❡
Cδ = max
a∈Rpu , |a|≤maxj=1,...,n bj |xuj (0)|
.
■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✼✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✼✮ t❤❛t ✭✼✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✸✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ✭✼✳✶✹✮ ❞❡✜♥❡s ❛
❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
✼✳✸ ❘♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✼✳✸✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■ts ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✷✳
❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✷✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞✿
✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k = 1, . . . , N ✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs Hk := {Hk,j}j=1,...,n ✐s γk✲♠✉t✉❛❧❧② r❡❧❛①❡❞
❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡✱ γk ∈ R✳
✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k = 1, . . . , N ✱ γ˜k := γk + λk > 0✱ ✇❤❡r❡ λk ✐s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭✼✳✼✮ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k✳
✸✳ ❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Eγ˜✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✹✮✱ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡
✷✳
✷❆♠❛tr✐①M ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①D > 0 s✉❝❤ t❤❛tDM+MTD < 0✳
❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ρ, β > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t
‖Y ∆‖T ≤ ρ‖W∆‖T + β, ∀T ≥ 0. ✭✼✳✶✽✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡tt✐♥❣ di > 0✱ i = 1, . . . , N ✱ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t DEγ˜ + E
T
γ˜ D < 0✱ ✇❤❡r❡ D =
diag(d1, . . . , dN )✱ t❤❡ L2✲❣❛✐♥ ρ ✐♥ ✭✼✳✶✽✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
ρ :=
maxi=1,...,N{di}
min
¶
spect(−DEγ˜ − ETγ˜ D)
© . ✭✼✳✶✾✮
❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r Y ∆ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s♠❛❧❧ ✭✐♥ t❤❡ L2 ♥♦r♠✮
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ W∆ ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❤❛s ✜♥✐t❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ L2✲❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥♣✉t W
∆ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♦✉t♣✉t Y ∆✳ ❲✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ L2✲❣❛✐♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
s♠❛❧❧✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① DEγ˜ + E
T
γ˜ D✳
✼✳✸✳✷ L2✲❣❛✐♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ L2✲❣❛✐♥ ρ✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ ❢♦r t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
▲❡♠♠❛ ✼✳✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♠❛tr✐① Eγ˜ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠
Eγ˜ =


−γ˜1 0 . . . 0 −1
1 −γ˜2 ✳ ✳ ✳ 0
0 1 −γ˜3 ✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 1 −γ˜N


, ✭✼✳✷✵✮
t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝②❝❧✐❝ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❆r❝❛❦ ❛♥❞ ❙♦♥t❛❣✱ ✷✵✵✻✮✳ ■❢
γ˜i > 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱ ❛♥❞
1− r cos
Å
π
N
ã
> 0, ✭✼✳✷✶✮
✇❤❡r❡
r := N
Ã
N∏
i=1
1
γ˜i
, ✭✼✳✷✷✮
t❤❡♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♠❛tr✐① Eγ˜ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ L2✲❣❛✐♥ ✭✼✳✶✾✮ ♦❢ t❤❡
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
ρ =
1(
1− r cos ( πN ))mini=1,...,N γ˜i δ˜ ✭✼✳✷✸✮
✇❤❡r❡
δ˜ =
max
{
1, (rγ˜2)
2 ,
(
r2γ˜2γ˜3
)2
, . . . ,
Ä
rN−1γ˜2 . . . γ˜N
ä2}
min
¶
1, (rγ˜2)
2 , (r2γ˜2γ˜3)
2 , . . . , (rN−1γ˜2 . . . γ˜N )
2
© .
❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ L2✲❣❛✐♥ ❢♦r ❛ ❝②❝❧✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭✼✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✉s❡❞ ❢♦r
s②♥t❤❡s✐s ♣✉r♣♦s❡s✳ ■t s✉❣❣❡sts ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ s❡❝❛♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✳✷✶✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥✱ t❤❛t ✐s r cos(π/N)≪ 1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t mini=1,...,N γ˜i s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠❡❛♥ γ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s✱ t❤❛t ✐s
γ := N
Ã
N∏
i=1
γ˜i,
t❤❡ t❡r♠ δ˜ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ s❡t {γ˜i}i=1,...,N s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t γ˜iγ ∼ 1✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✏❜♦tt❧❡✲
♥❡❝❦s✑ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝②❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② s♣❡❝✐❡s t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇❡r r❛t❡ t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✭▼♦tt❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❍❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ L2 ❣❛✐♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ■ts ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✹
▲❡♠♠❛ ✼✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♠❛tr✐① Eγ˜ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠
Eγ˜ = AN − ❞✐❛❣(γ˜1, . . . , γ˜N ),
✇❤❡r❡ AN ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ N ×N ♠❛tr✐① ❛♥❞ γ˜i > 0 ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡♥ Eγ˜
✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ L2✲❣❛✐♥ ✭✼✳✶✾✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
ρ :=
1
mini=1,...,N{γ˜i} .
❚❤❡ L2 ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ❢❛❝t
r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜♦t❤ ▲❡♠♠❛ ✼✳✹ ❛♥❞
▲❡♠♠❛ ✼✳✺ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ L2✲❣❛✐♥ ❢♦r ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
✼✳✸✳✸ ❆♣❧❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤
❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ®
x˙k,j = fk,j(xk,j , vk,j),
yk,j = hk(xk,j)
✭✼✳✷✹✮
✇❤❡r❡ yk,j , vk,j ∈ Rm✱ xk,j ∈ Rpk ✱ ❢♦r ❛❧❧ k = 1, . . . , N ✱ ❛♥❞ ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳ ■ts ♣r♦♦❢ ✐s ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ ❛♥❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs Hk,j✱ k = 1, . . . , N ✱ j = 1, . . . , n✱ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ t♦ ✭✼✳✷✹✮ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s x0k,j ∈ Rpk ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣
s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✼✳✷✹✮✱ ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts ❛s ✐♥ ✭✼✳✷✮ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠
✼✳✸ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ρ, β > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t
‖Y ∆‖T ≤ ρ‖W∆‖T + β, ∀T ≥ 0, ✭✼✳✷✺✮
✇❤❡r❡ ρ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ W∆ ∈ L2✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡s✳
❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥✲
t✐❝❛❧ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ③❡r♦✲st❛t❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱
❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✮ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✳
✼✳✹ ❘♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉✲
r♦♥s
✼✳✹✳✶ ❚❤❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ✭❍❘✮ ♠♦❞❡❧✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭❍✐♥❞♠❛rs❤ ❛♥❞ ❘♦s❡✱ ✶✾✽✹✮✱ ✐s ❛ q✉❛❧✲
✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜✉rst✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❜✉rst✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ❍❘ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
x˙ = −ax3 + bx2 + I + y − zx,i + ux
y˙ = c− dx2 − y
z˙ = r(s(x+ z¯ + uz)− z). ✭✼✳✷✻✮
❚❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ y ♠♦❞❡❧s ❢❛st Na− ❛♥❞ K+
❝✉rr❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ z ♠♦❞❡❧s s❧♦✇ Ca2+ ❝✉rr❡♥ts✳ I ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❡①t❡r♥❛❧ ❝✉rr❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ux ♠♦❞❡❧s ♦t❤❡r ❡①♦❣❡♥♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
✐♥♣✉ts ✭❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s✱ ♥♦✐s❡✱ ❡t❝✳✮✱ ✇❤✐❧❡ uz ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢
Ca2+ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✳ a, b, c, d, r, s, z¯ ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r ✐s ❛ s♠❛❧❧
♣❛r❛♠❡t❡r ✭r ≪ 1✮ t❤❛t ❧❡ts t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ (x, y) ❛♥❞ z s✉❜s②st❡♠s ❜❡ s❤❛r♣❧② s❡♣❛✲
r❛t❡❞✳ ❋r♦♠ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛❜❧❡ s♣✐❦❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ (x, y)✲s✉❜s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜✐st❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♣✐❦✐♥❣✮ ❛♥❞ ❛ st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡st✐♥❣✮ ❝♦✲❡①✐st✳ ❚❤❡✐r
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✭❍✐♥❞♠❛rs❤ ❛♥❞
❘♦s❡✱ ✶✾✽✹✮✳ ❆ s❧♦✇ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r z ❧❡t t❤❡ (x, y) s✉❜s②st❡♠ s❧♦✇❧② s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡st✐♥❣ ❛♥❞ s♣✐❦✐♥❣ ❛ttr❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜✉rst✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ x ♦r y ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ (x, y)✲s✉❜s②st❡♠ ❛s s✐♥❣❧❡ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s X := (x, y)T ✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✐♥ ❛♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❢❛s❤✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✭s❧♦✇✮ z s♣❡❝✐❡s✳
▲❡tt✐♥❣ yX := x ❜❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ X s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ yz := z ❜❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ z s♣❡❝✐❡s✱
t❤❡ ❍❘ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (x0, y0, z0)✱ ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s
t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs HX ❛♥❞ Hz✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ X ❛♥❞ z s♣❡❝✐❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② HX : vX 7→ yX ❛♥❞ Hz : vz 7→ yz✱ ✇❤❡r❡

X˙ = F (X) +BvX
yX = x
X(0) = X0 := (x0, y0)
T
✭✼✳✷✼✮


z˙ = r(s(z¯ + vz)− z)
yz = z
z(0) = z0
✭✼✳✷✽✮
✇✐t❤ F (X) :=
Ç −ax3 + bx2 + y
c− dx2 − y
å
✱ B :=
Ç
1
0
å
✱ vX := I + wX − z ❛♥❞ vz := wz + x
❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ X ❛♥❞ z s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ wX ❛♥❞ wz ❛r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❝❛❧❝✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✸✮✱
ΣHR :=
Ç
0 −1
1 0
å
. ✭✼✳✷✾✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✻ t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✼✳✷✼✮✲✭✼✳✷✽✮
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡✐r ♠✉t✉❛❧ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t②✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❧♦✇ z s♣❡❝✐❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ z˙ = r(s(z+vz)−z) ✇✐t❤ ✐♥♣✉t vz ❛♥❞ ♦✉t♣✉t z✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✭❱❛♥ ❞❡r ❙❝❤❛❢t✱ ✶✾✾✾✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶ t❤❛t ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs
✭✼✳✷✽✮ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤
γz := 1/s. ✭✼✳✸✵✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ X s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ✇❡❧❧
❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♦❢s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✺✳✺ ❛♥❞ ✼✳✺✳✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s X0 ∈ R2✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HX ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✷✼✮ ✐s ✇❡❧❧
❞❡✜♥❡❞✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✽✳ ❋♦r ❛❧❧ X10, X20 ∈ R2✱ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✼✳✷✼✮ ✇✐t❤
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s X10 ❛♥❞ X20 ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ✇✐t❤ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t
γX := −d22 − b2✳
✼✳✹✳✷ ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ n ∈ N≥2 ❍❘ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
✭✼✳✷✼✮✲✭✼✳✷✽✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✳ ❲❡ ❧❡t λX ❛♥❞ λz ❜❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
X ❛♥❞ z s♣❡❝✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♠❛tr✐① Eγ˜ ✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✹✮✱ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥
❜②
Eγ˜ =
ñ
γ˜X −1
1 γ˜z
ô
, ✭✼✳✸✶✮
✇❤❡r❡ γ˜X = γX+λX ❛♥❞ γ˜z = γz+λz✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✼✳✹ ♦r ▲❡♠♠❛ ✼✳✺ Eγ˜ ✱ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡
♣r♦✈✐❞❡❞ λX > −γX ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠
✭✼✳✸✵✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✼✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✽q✷✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✻ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
λX >
d2
2
+ b2. ✭✼✳✸✷✮
❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ r♦❜✉st
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❍❘ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✾✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n ∈ N≥2 ❍❘ ♥❡✉r♦♥s ✭✼✳✷✼✮✲✭✼✳✷✽✮✳ ▲❡t W∆X ❛♥❞
W∆z ❜❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ X ❛♥❞ z s♣❡❝✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ W
∆ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❛❧ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ▲❡t Y ∆X ❛♥❞ Y
∆
z ❜❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❡rr♦rs ✭✼✳✾✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ X ❛♥❞ z s♣❡❝✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ Y ∆ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✭✼✳✸✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts β ≥ 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞
s✐❧❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❣r❡②✮✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐s s✇✐t❝❤❡❞
♦♥✳
T ≥ 0✱
‖Y ∆‖T ≤ ρHR‖W∆‖T + β, ✭✼✳✸✸✮
✇❤❡r❡
ρHR :=
1
min(γ˜X , γ˜z)
. ✭✼✳✸✹✮
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❡ ③❡r♦✲st❛t❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❍❘ ♠♦❞❡❧✳
✼✳✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r✉♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ a = 0.01, b = 0.3, c =
0.1, d = 0.5, r = 0.001, s = 4, z¯ = 7✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♥❡✉✲
r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♥❡✉r♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❤②t❤♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐❧❡♥t ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♥❡✉r♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛t r❡st✳ ❚❤❡
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ wz✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡①tr❛✲
❝❡❧❧✉❧❛r ❝❛❧❝✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ✭wz = 2✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ s✐❧❡♥t ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✭wz = 4✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✐s
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥♣✉t wX ✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t✇♦ ♥❡✉r♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✐s ❛❜s❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ♥❡✉r♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ s✐❧❡♥t ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞
✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ KX ✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ s✉❜♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r
♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ s✉❜✲t❤❛❧❛♠✐❝ ③♦♥❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s②♥❛♣s❡s ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝
❛r❡❛ ♣r♦❥❡❝t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❛r❡❛ ✭❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♥❡✉r♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✱ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❢✉rt❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❘✉❜✐♥✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ t❤❡ ❍❘ ♥❡✉r♦♥✱ t❤✐s ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ z s♣❡❝✐❡s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Ca2+ ✐♦♥s
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❲❡ t❤✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ z s♣❡❝✐❡s
✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ Kz✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r M ∈ N>0
♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ X
❛♥❞ z s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
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ñ
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ô
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ‖Y ∆‖T ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
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Coupling ON
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ▼❡❛♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✐❧❡♥t ✭r✐❣❤t✮ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡
❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉rst✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
❛♥❞
Lz = −
ñ
1M×M 0M×M
0M×M 1M×M
ô
+MIN . ✭✼✳✸✻✮
❚❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ X s♣❡❝✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤✳ ■❢
KX ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② λX = MKX ✭❇♦♥❞② ❛♥❞
▼✉rt②✱ ✶✾✼✻✱ ♣❛❣❡ ✺✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ z s♣❡❝✐❡s ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐ts ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ③❡r♦ ✭❇♦♥❞② ❛♥❞ ▼✉rt②✱ ✶✾✼✻✮✳ ❇② ♣✐❝❦✐♥❣ KX >
Ä
d2
2 + b
2
ä
/M ❛♥❞ Kz ≥ 0✱
❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✾ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣✐❝❦❡❞ M = 10✱
KX =
Ä
d2
2 + b
2 + 0.5
ä
/M ❛♥❞ Kz = 0.25/M ✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ❣❡t✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✼✳✹ ♦r
▲❡♠♠❛ ✼✳✺✱ ρHR = 4✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❛t t✐♠❡ t = 5000✱ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠
✼✳✸ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ◆❡✉r♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❧❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t✱ ❞✉❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱
❧❡❢t✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♣❧❡❞✱ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡② st❛rt t♦
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✐❧❡♥t ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ s✐❧❡♥t ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
st❛rts t♦ s❤♦✇ ❣❧♦❜❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱ r✐❣❤t✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝✐t❛t♦r② ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t♦r②
♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❍♦❧❣❛❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳
✼✳✺ Pr♦♦❢s
✼✳✺✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷
■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭✼✳✶✷✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✼✳✶✸✮✱ ✇❡ ❣❡t
−V (x0i − x0j ) ≤ V (x0i (T )− x0j (T ))− V (x0i − x0j )
≤ −γ‖yi − yj‖2 + 〈ui − uj , yi − yj〉T
+C,
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ ✇✐t❤ ❝♦✲
❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t γ ❛♥❞ ❜✐❛s β1,2 = V (x
0
i − x0j ) + C✳ 
✼✳✺✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♦❢ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ▲❡t t❤❡ ✐♥♣✉t
t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Vk(t) = Uk(t) − LkYk(t)✱ t❤❛t ✐s Uk ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ▲❡t t❤❡ ❜✐❛s❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧
r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✵✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ❜❡ β
(k)
ij ✱ i, j = 1, . . . , n✱ k =
1, . . . , N ✳ ❲✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✸✱ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ▲❡♠♠❛ ✶✮ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ t❤❡
♠✉t✉❛❧ r❡❧❛①❡❞ ❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
γk‖Y ∆k ‖2T ≤ 〈Y ∆k , V ∆k 〉T + βk, k = 1, . . . , N,
❢♦r ❛❧❧ T ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ Vk ∈ Lnm2e ✱ ✇❤❡r❡
βk := n max
i=1,...,n
β
(k)
ii . ✭✼✳✸✼✮
■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠✹ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✮ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ k = 1, . . . , N ✱
γ˜k‖Y ∆k ‖2T ≤ 〈Y ∆k , U∆k 〉T + βk. ✭✼✳✸✽✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✸✽✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❝♦✲❝♦❡r❝✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✳ ❲r✐t✐♥❣ Uk(t) = Wk(t) +
∑N
i=1 σk,iYi(t)✱ ✭✼✳✸✽✮ ❣✐✈❡s
❢♦r ❛❧❧ k = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ T ≥ 0✱
γ˜k‖Y ∆k ‖2T ≤ 〈Y ∆k ,W∆k 〉T + 〈Y ∆k ,
N∑
i=1
σk,iY
∆
i 〉T + βk,
♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
〈Y ∆k ,W∆k +
N∑
i=1
σk,iY
∆
i − γ˜kY ∆k 〉T + βk ≥ 0, k = 1, . . . , N. ✭✼✳✸✾✮
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♠❛tr✐① Eγ˜ := Σ− ❞✐❛❣(γ˜1, . . . , γ˜N )✱ ✭✼✳✸✾✮ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
〈Y ∆,W∆ + (Eγ˜ ⊗ In)Y ∆〉T +
N∑
k=1
βk ≥ 0. ✭✼✳✹✵✮
✸❏✉st ❛❞❞ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ▲❡♠♠❛ ✶✮✳
✹❆❣❛✐♥✱ ❥✉st ❛❞❞ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭❙❝❛r❞♦✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✾✲✷✸✮✮
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Eγ˜ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts di✱ i = 1, . . . , N ✱
s✉❝❤ t❤❛t DEγ˜ + E
T
γ˜ D < 0✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ β
′ :=
∑N
k=1 dkβk
〈(D ⊗ In)Y ∆,W∆ + (Eγ˜ ⊗ In)Y ∆〉T + β′
=
N∑
k=1
dk〈Y ∆k ,W∆k +
N∑
i=1
σk,iY
∆
i − γ˜kY ∆k 〉T +
N∑
k=1
dkβk
≥ 0, ✭✼✳✹✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✭✼✳✸✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ di✱ i = 1, . . . , N ✳ ▲❡t d :=
min(s♣❡❝t(−DEγ˜ − ETγ˜ D)) > 0✳ ◆♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛tr✐① A✱ spect(A ⊗ In) = {spect(A)}n✱
✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✼✳✹✶✮ t❤❛t
〈(D ⊗ In)Y ∆,W∆〉T + β′
≥ −〈(D ⊗ In)Y ∆, (Eγ˜ ⊗ In)Y ∆〉
≥ d‖Y ∆‖2. ✭✼✳✹✷✮
❛♥❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ d := maxi=1,...,N di > 0✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s t❤❛t
〈(D ⊗ In)Y ∆,W∆〉T
≤ 〈(D ⊗ In)Y ∆,W∆〉T
+
1
2
‖ d√
d
W∆ −
√
d
d
(D ⊗ In)Y ∆‖2T
=
1
2
d
2
d
‖W∆‖2T +
1
2
d
d
2 ‖(D ⊗ In)Y ∆‖2T
≤ 1
2
d
2
d
‖W∆‖2T +
d
2
‖Y ∆‖. ✭✼✳✹✸✮
P❧✉❣❣✐♥❣ ✭✼✳✹✸✮ ✐♥t♦ ✭✼✳✹✷✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
‖Y ∆‖2T ≤
d
2
d2
‖W∆‖2T + 2
β′
d
≤
Ç
d
d
‖W∆‖T +
 
2
β′
d
å2
,
t❤❛t ✐s
‖Y ∆‖T ≤ ρ‖W∆‖+ β, ✭✼✳✹✹✮
✇❤❡r❡
ρ :=
d
d
, ✭✼✳✹✺✮
❛♥❞ β :=
√
2β
′
d ✳

✼✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✹
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✹ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s♣✐r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ✭❆r❝❛❦ ❛♥❞ ❙♦♥t❛❣✱ ✷✵✵✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳
❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❧❡t✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ✱
ηi :=
1
γ˜i
. ✭✼✳✹✻✮
▲❡t
Dη := ❞✐❛❣(η1, . . . , ηN ), ✭✼✳✹✼✮
❛♥❞
A0 := DηEγ˜
=


−1 0 . . . 0 −η1
η2 −1 ✳ ✳ ✳ 0
0 η3 −1 ✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 ηN −1


. ✭✼✳✹✽✮
▼♦r❡♦✈❡r ❞❡✜♥❡
∆ := ❞✐❛❣
Å
1,−η2
r
,
η2η3
r2
, . . . ,
η2 · . . . · ηN
rN−1
ã
, ✭✼✳✹✾✮
❛♥❞
D := ∆−2Dη
=: ❞✐❛❣(d1, . . . , dN ). ✭✼✳✺✵✮
◆♦t❡ t❤❛t
d := max
i=1,...,N
di
≤ max
i=1,...,N
ηi ✭✼✳✺✶✮
max
{
1,
Å
r
η2
ã2
,
Ç
r2
η2η3
å2
, . . . ,
Ç
rN−1
η2 . . . ηN
å2}
.
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✭✼✳✹✽✮✱✭✼✳✹✾✮✱ ❛♥❞ ✭✼✳✺✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
DEγ˜ + E
T
γ˜ D = ∆
−1 Ä∆−1A0∆+∆A0∆−1ä∆−1. ✭✼✳✺✷✮
◆♦t❡ t❤❛t
−∆−1A0∆ =


1 0 . . . 0 (−1)N+1r
r 1
✳ ✳ ✳ 0
0 r 1
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 r 1


, ✭✼✳✺✸✮
t❤❛t ✐s −∆−1A0∆ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝✐r❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ N ✐s ♦❞❞✱ ❛♥❞ s❦❡✇✲❝✐r❝✉❧❛♥t ✇❤❡♥ N ✐s
❡✈❡♥✳ ❋r♦♠ ✭❉❛✈✐s✱ ✶✾✼✾✮ ✐t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t −∆−1A0∆ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
αk = 1+re
i(2π/N)k✱ k = 1, . . . , N ✱ ✐❢ N ✐s ♦❞❞✱ ❛♥❞ αk = 1+re
i(π/N+(2π/N)k✱ k = 1, . . . , N ✱ ✐❢ N
✐s ❡✈❡♥✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt 12(−∆−1A0∆−∆A0∆−1) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❛❧
♣❛rts ♦❢ t❤❡ αk✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❝❛s❡✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛tmink=1,...,N Reαk = 1−r cos(π/N)✳
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✼✳✺✷✮✱ ✐t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
d := min
¶
spect(−DEγ˜ − ETγ˜ D)
©
≥ 2
Å
1− r cos
Å
π
N
ãã
✭✼✳✺✹✮
min
{
1,
Å
r
η2
ã2
,
Ç
r2
η2η3
å2
, . . . ,
Ç
rN−1
η2 . . . ηN
å2}
.
■♥✈♦❦✐♥❣ ✭✼✳✶✾✮✱✭✼✳✹✻✮✱✭✼✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✹✮✱ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s✳ 
✼✳✺✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✺
❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ✭✼✳✶✾✮ ❛♥❞ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t 12(Eγ˜+E
T
γ˜ ) = −❞✐❛❣(γ˜1, . . . , γ˜N ).

✼✳✺✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✼
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ t♦ ✭❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HX ❝❛♥ ❜❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
HX :


X˙ = F (X) +B(vx − z′)
z˙′ = ǫ(s(x+ z)− z′), ǫ = 0,
yX = x
X(0) = X0
z′(0) = 0
✭✼✳✺✺✮
●✐✈❡♥ c1, c2, c3 > 0✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (x, y, z
′) = 12c1x
2 + 12c2y
2 + 12z
′2✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✭❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢
✭✼✳✺✺✮
V˙ ≤ −(x− d1)2 + C + c1xvx, ✭✼✳✺✻✮
✇❤❡r❡ C > 0 ❛♥❞ d1 ∈ R✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✼✳✺✻✮✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t z(0) = 0✱ ✇❡ ❣❡t✱ ❢♦r ❛❧❧ T ≥ 0✱
‖x− d1‖2 ≤ c1〈x, vx〉T + CT + 1
2
c1x(0)
2 +
1
2
c2y(0)
2
= c1〈x− d1, vx〉T + 〈d1, vx〉T + CT
+
1
2
c1x(0)
2 +
1
2
c2y(0)
2
≤ c1〈x− d1, vx〉T + c1〈d1, vx〉T + CT +
1
2
c1x(0)
2 +
1
2
c2y(0)
2 +
‖c1vx − (x− d1)‖2T
=
1
2
c21‖vx‖2T +
1
2
‖x− d1‖2T + c1〈d1, vx〉T +
CT +
1
2
c1x(0)
2 +
1
2
c2y(0)
2. ✭✼✳✺✼✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t d1 ∈ L2e✱ ✭✼✳✺✼✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t x − d1 ∈ L2e ✇❤❡♥❡✈❡r vx ∈ L2e✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ L2e ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡ ❛♥❞ d1 ∈ L2e✱ x− d1 ∈ L2e ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ x ∈ L2e✳ 
✼✳✺✳✻ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✽
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ✭❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ✐♥♣✉t
❢✉♥❝t✐♦♥s vx,1, vx,2 ∈ L2e✱ ❧❡t X1(·) ❛♥❞ X2(·) ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✼✳✷✼✮ ✇✐t❤
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s X10 ❛♥❞ X20✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ y1(·) ❛♥❞ y2(·) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉ts
✭❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✼ ✐♥ L2e ❛s ✇❡❧❧❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (X1 −X2) := 12(x1 −
x2)
2 + 1
2d2
(y1 − y2)2✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✼✳✷✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
V˙ =
−(x1 − x2)2
Ç
x21
2
+
x22
2
+
(x1 + x2)
2
2
− b(x1 + x2)
å
+
(x1 − x2)(vx,1 − vx,2) + (y1 − y2)(x1 − x2)−
1
d
(x1 − x2)(x1 + x2)(y1 − y2)− 1
d2
(y1 − y2)2. ✭✼✳✺✽✮
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✭❖✉❞ ❛♥❞ ❚②✉❦✐♥✱ ✷✵✵✹✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮✲✭✷✳✷✶✮✮✱ ✐t ❛❧s♦
❤♦❧❞s t❤❛t
V˙ ≤−(x1 − x2)2
Ç
1
2
(x1 − b)2 + 1
2
(x2 − b)2− d
2
2
− b2
å
+
(x1 − x2)(vx,1 − vx,2). ✭✼✳✺✾✮
▲❡t
γX := −d
2
2
− b2, ✭✼✳✻✵✮
t❤❡♥ ❢r♦♠ ✭✼✳✺✾✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
V˙ ≤ −γX(x1 − x2)2 + (x1 − x2)(vx,1 − vx,2) +
(x1 − x2)(vx,1 − vx,2). ✭✼✳✻✶✮
■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✼✳✻✶✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✼✳✷✼✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳ 

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❙✉♠♠❛r②
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜rst r❡❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t r♦❧❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ P❉ s②♠♣t♦♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ✐♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤✐s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙ ❝♦♥tr♦❧ ❣♦❛❧✱ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ✐t t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
P❛rt ■✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ ❛
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❡✐t❤❡r ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ st❛t❡ ♦r t♦ ❛ s✐❧❡♥t
✐♥❤✐❜✐t❡❞ st❛t❡✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❉❇❙✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐ts ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ r❤②t❤♠✐❝ ♥❡✉r♦♥❛❧
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣❡❝ts ❜❛s✐❝ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧
st❛t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ st❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♥♦♥③❡r♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤✉s
s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳
❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✉♥❞❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧
st❛t❡s ❝❛♥ ♣❡rs✐st ❛s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
◆❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r s♦♠❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✜rst t❤❡r❛♣❡✉t✐❝
♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❛t ✐s ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s ❣♦❛❧ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ r✐❣♦r♦✉s❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳
◆❡✉r♦♥❛❧ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦✲
♥✐③✐♥❣ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✴st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ P❛rt ■ ❧❡t ✉s ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙ ✐♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ P❉ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱
❜② ❡✐t❤❡r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ♦r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
P❛rt ■■ ✇❛s t❤❡♥ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ P❛rt ■ t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝
♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t
❛r❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ②❡t ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t ✜❞❡❧✐t② ✐♥
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✳ ■♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ✈✐❛ ❤②✲
❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ t②♣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛ ✇❡❛❦♥❡ss
♦❢ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ♣❛❝❡♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉Ps ❛❝t✐✈✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥s ♦❢ t❤✐s ❞❡✜❝✐❡♥❝② r✐❣♦r♦✉s❧② ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐t✳
■♥♣✉t✲❖✉t♣✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛♥❛❧②③✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②st❡♠s ✈✐❛ ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥♣✉t✲
♦✉t♣✉t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ t♦❧❡r❛t❡ s♦♠❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐ts✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ♥❛t✉r❛❧❧② st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts
✈✐❛ r✐❣♦r♦✉s ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ♥❡✉r♦♥ ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❡✛♦rt❧❡ss❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ s♦♠❡ r♦❜✉st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss r❡s✉❧ts ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
▲✐♠✐t❛t✐♦♥s
❊✈❡♥t t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rt ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣
❉❇❙ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❤❛rs❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
◆❡✉r♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ P❛rt ■ ✐❣♥♦r❡s ♠❛♥②
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛s ❜r✐❡✢② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②
❢♦r P❉✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❇● ❛r❡❛s✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❘✉❜✐♥ ❛♥❞ ❚❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✹✮✳
❙②♥❛♣t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐❣♥♦r❡s
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❛❧ s②♥❛♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❣❛✐♥ ✭t❤❡
♣♦st✲s②♥❛♣t✐❝ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✲s②♥❛♣t✐❝ ♦♥❡✮ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭♦♥❧②
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♣r❡✲s②♥❛♣t✐❝ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣♦st✲s②♥❛♣t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✮ ❡✛❡❝ts
t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥❛♣s❡s✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭❉❡st❡①❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳
❉❇❙ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡✉r♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❉❇❙ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
❣❛✐♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♥❡✉r♦♥s✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❞✐✛✉s❡ ✐♥ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇●✳ ❚❤❡ ❇● ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥tr❛✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
♥✉❝❧❡✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦♦♣s ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s q✉✐t❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t✐❣❤t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇● ✭❇♦❧❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❡①❝✐t❛t♦r②
❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♦♥❧② ❢♦r s✐♠♣❧❡✱ ♦r ❛t ❧❡❛st s②♠♠❡tr✐❝
❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❇● ♥❡t✇♦r❦✳
❆rt✐❢❛❝ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥❡✉r♦♥s ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥♣✉t✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥r❡❛❧✲
✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❇❙ s✐❣♥❛❧ ❤✐❞❡ t❤❡
♥❡✉r♦♥s ❛❝t✐✈✐t②✳ ◆❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠✐❣❤t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❡❧♣ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✭●✐❛♥♥✐❝♦❧❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ Pr✐♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❘♦s❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳
❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡r✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s ❤❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳
●❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❧♦❝❛❧✳ ❲❡ ✜r♠❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r s♦♠❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
♥❛♠❡❧② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❣❧♦❜❛❧
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡✛♦rt ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s♦♠❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ■❙❙ ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t ❘✐❡♠❛♥✲
♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭❆♥❣❡❧✐ ❛♥❞ Pr❛❧②✱ ✷✵✶✶✮✳
◆❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✭❆♥❣❡❧✐
❛♥❞ Pr❛❧②✱ ✷✵✶✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛❝❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡♥✈✐s✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡s✉❧ts t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s
♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❆❧♠♦st ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s❡ts ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❲❡
✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ s✐♥❝❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦
❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s ❤❛✈❡ ②❡t ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥
❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✳
◆❡✉r♦♥❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✴st✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❢♦r t❤❡
❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✭❙❛r❧❡tt❡✱ ✷✵✵✾✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚♦♦❧s t♦ ♣r♦✈❡ ✭♣r❛❝t✐❝❛❧✮ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦ s②st❡♠ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ r❡❧✐❡s ❛t ♣r❡s❡♥t ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
tr✐❣♦♥♦♠❡tr②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ♣❤❛s❡✲❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ♥♦♥✲s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ◆❡✇ t♦♦❧s ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ts ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✮ t❤❛t ✐s ✐♥
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t②✮✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② t♦♦❧s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✭▲②❛♣✉♥♦✈✱
❣r❛❞✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✱ ■❙❙✱ ❡t❝✳✮ ❛❞♠✐t ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
◆♦♥ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs✲❜❛s❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡✲
♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛rs❤ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡
t②♣❡ ♦♥❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝✳ ◆❡✉r♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ s②♥❛♣s❡s ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣✉❧s✐✈❡
♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s st❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❞✐✛✉s✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■t ✐s t❤✉s ♦❢ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♦♥❡✳
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙✳❲❡ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ Pr♦❢✳ ❘♦ss✐ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❧❛♥✱
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❇❙ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❤✉♠❛♥s✳ Pr♦❢✳ ❘♦ss✐✬s ❣r♦✉♣ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❡①♣❡rt✐s❡
✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈✐❛
t❤❡ ❉❇❙ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✭●✐❛♥♥✐❝♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ Pr✐♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❘♦s❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r②
❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t ❝❧✐♥✐❝❛❧ t❡sts ♦♥ ❤✉♠❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❉❇❙
♠✐❣❤t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳
■♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♣❡r♠✐t ❛♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ♦r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❛♣♣r♦❛❝❤
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡✉r♦♥ t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ❛s
♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ ♠❛♥② ♦t❤❡r
❡❧❡❝tr♦✲♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❜✉✐❧❞ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤♦s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ r❡❛❞✐❧② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❛❧ ♥❡✉r♦♥s ♥❡t✇♦r❦s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝
❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❛❧❝✐✉♠✲❣❛t❡❞ ♥❡✉r♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❙❚◆ ❛♥❞ t❤❛❧❛♠✐❝ ♥❡✉r♦♥s✳ ■t ♠✐❣❤t t❤✉s ♣❡r♠✐t ❛
s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇● ✐♥
P❉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❉❇❙✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ t♦ ❛♠❡❧✐♦r❛t❡ t❤✐s ❝✉r❡✳
▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♥❡r❣✐st✐❝ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❤✐❡❢ ❢❡❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t✐s②♥❡r❣✐st✐❝ ❝♦♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛♥❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts✳ ■ts ❞✐st✐♥❝t ❢❡❛t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤
♠♦❞❡❧ st❡♠s ✐♥❞❡❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❛♥❞
❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡ t✐♠❡s❝❛❧❡✱ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐s②♥❡r❣✐st✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♦♥ ❝✉rr❡♥ts✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥✳ ❆ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❧✐♥❦ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧②
❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛♥② ♥❡✉r♦♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠ ❝✉rr❡♥ts✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❆❝❡❜ró♥✱ ❏✳ ❆✳✱ ❇♦♥✐❧❧❛✱ ▲✳ ▲✳✱ ❱✐❝❡♥t❡✱ ❈✳ ❏✳ P✳✱ ❘✐t♦rt✱ ❋✳✱ ❙♣✐❣❧❡r✱ ❘✳✱ ✷✵✵✺✳ ❚❤❡ ❑✉r❛♠♦t♦
♠♦❞❡❧✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s ✼✼✱
✶✸✼✕✶✽✺✳
❆❡②❡❧s✱ ❉✳✱ ❉❡ ❙♠❡t✱ ❋✳✱ ✷✵✶✵✳ ❊♠❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♥❣
❛❣❡♥ts✳ P❤②s✳ ❉ ✷✸✾ ✭✶✷✮✱ ✶✵✷✻✕✶✵✸✼✳
❆❡②❡❧s✱ ❉✳✱ ❘♦❣❣❡✱ ❏✳ ❆✳✱ ✷✵✵✹✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❦✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ Pr♦❣r❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✶✶✷ ✭✻✮✱ ✾✷✶✕✾✹✷✳
❆♠✐♥✐✱ ❇✳✱ ❈❧❛r❦✱ ❏✳ ❲✳✱ ❈❛♥❛✈✐❡r✱ ❈✳ ❈✳✱ ✶✾✾✾✳ ❈❛❧❝✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛❝❡♠❛❦❡r✲
❧✐❦❡ ❛♥❞ ❜✉rst ✜r✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✐❞❜r❛✐♥ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s✿ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞②✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉r♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ✽✷ ✭✺✮✱ ✷✷✹✾✕✷✷✻✶✳
❆♥❣❡❧✐✱ ❉✳✱ ❑♦✉♥t♦✉r✐♦t✐s✱ P✳ ❆✳✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✶✳ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ r❡❢r✐❣❡r❛t♦r
❛♣♣❧✐❛♥❝❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ✶✽t❤✳ ■❋❆❈ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss✳ ▼✐❧❛♥♦✱ ■t❛❧②✱ ♣♣✳ ✶✷✶✹✹✕✶✷✶✹✾✳
❆♥❣❡❧✐✱ ❉✳✱ Pr❛❧②✱ ▲✳✱ ❏✉❧② ✷✵✶✶✳ ❙t❛❜✐❧✐t② r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡
✐s♦❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✳ ❈♦♥tr✳ ✺✻ ✭✼✮✱ ✶✺✽✷✕✶✺✾✷✳
❆r❝❛❦✱ ▼✳✱ ❙♦♥t❛❣✱ ❊✳ ❉✳✱ ✷✵✵✻✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❝②❝❧✐❝ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ s❡❝❛♥t ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛ ✹✷✱ ✶✺✸✶✕✶✺✸✼✳
❆r❝❛❦✱ ▼✳✱ ❙♦♥t❛❣✱ ❊✳ ❉✳✱ ✷✵✵✽✳ ❆ ♣❛ss✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧
r❡❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜✐♦s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✺ ✭✶✮✱ ✶✕✶✾✳
❆r♦♥s♦♥✱ ❉✳ ●✳✱ ❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ●✳ ❇✳✱ ❑♦♣❡❧❧✱ ◆✳✱ ✶✾✾✵✳ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
P❤②s✐❝❛ ❉ ✹✶ ✭✸✮✱ ✹✵✸✕✹✹✾✳
❆ss✐s✐✱ ❈✳ ●✳✱ ❏✐rs❛✱ ❱✳ ❑✳✱ ❑❡❧s♦✱ ❏✳ ❆✳ ❙✳✱ ✷✵✵✺✳ ❙②♥❝❤r♦♥② ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✾✹ ✭✶✮✳
❆③♦✉③✱ ❘✳✱ ❏❡♥s❡♥✱ ▼✳ ❙✳✱ ❨❛❛r✐✱ ❨✳✱ ✶✾✾✻✳ ■♦♥✐❝ ❜❛s✐s ♦❢ s♣✐❦❡ ❛❢t❡r✲❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉rst
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❞✉❧t r❛t ❤✐♣♣♦❝❛♠♣❛❧ ❈❆✶ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐♦❧♦❣② ✹✾✷ ✭✶✮✱
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❇❛r✲●❛❞✱ ■✳✱ ▼♦rr✐s✱ ●✳✱ ❇❡r❣♠❛♥✱ ❍✳✱ ✷✵✵✸✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❛❧ ❣❛♥❣❧✐❛✳ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ◆❡✉r♦❜✐♦❧♦❣② ✼✶ ✭✻✮✱ ✹✸✾ ✕ ✹✼✸✳
❇❛r❜❡❛✉✱ ❆✳✱ ✶✾✼✹✳ ❚❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ♦❢ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ▲✲❞♦♣❛ t❤❡r❛♣②✳ ❆❞✈✳
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